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DEUXIEME PARTIE

Sur Papplication des dérivées
a I’étude de la variation des fonctions

Les théorémes en vertu desquels on déduit le sens de variation d'une
fonction du signe de sa dérivée sont démontrés, en général, dans les livres
par application du théoréme des accroissements finis. Cette voie est assez
détournée, et on est conduit, pour la suivre, dans la classe de Mathémati-
ques élémentaires, 3 admettre ce dernier théoréme en faisant appel & 1'in-
tuition géométrique.

Il me semble qu'il serait préférable, au point de vue pédagogique comme
au point de vue logique, de donner des théorémes en question des démons-
trations accessibles aux éléves de Mathématiques élémentaires et qui ne
fissent appel qu'd la définition de la dérivée, comme cela a liew pour les
théorémes directs correspondants.

Voici une marche qui pourrait étre suivie pour cela. J'ignore si elle est
neuvelle. Je l'indiquerai aussi briévement que possible, et sous forme algé-
brique : 1l serait facile de la rendre, par des interprétations géométriques,
plus facile pour des débutants.

Le point de départ en est dans une modification de la définition habi-
tuelle de la croissance et de la décroissance d'une fonction dans un inter-
valle, Cette modification rapproche, d'ailleurs, le point de vue d'oi l'on
peut envisager cette notion du point de vue local généralement adopté
pour ce qui concerne la continuité dans un intervalle ; et elle est d’accord
avec l'idée iatuitive de croissance ou de décroissance.

Derrvrrion I. — Use fonction f (x), définie dans un in‘ervalle (a, b),
est dite croissante pour une valeur xo, eppartenant & cet intervalle, si £ (x)
passe de waleurs inférieures & £ (x0) & des valeurs supérieures a £ (x0),
lorsque x passe, en croissant, par xo. Cela revient & dire que
f(x0 4 h) —1 (x0) est du signe de h, pour |h| suffisamment petit (*).

Reymargue. — Pour les bornes (a, b) de lintervalle, 7 aura seulement
le signe + (borne inférieure a), ou le signe — (borne supérieure 4).

Dirintrion II. — Une fonction f (%), définie dans un intervalle (a, b),
est dite croissante dans cet intervalle si clle est croissante pour toutz
valeur xo de Pintervalle (1),

TrEorEME 1. — S la fonction f (x). définic dans Vintervalle (a, b), est
croissante dans cet intervalle, la différence £ (B) — £ (o) est du signe de
B — 2 pour tout couple de nombres 2, B de Uinicrralle (2).
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) Définition analogue pour la décroissance.
) Théoréme analogue et démonstration analogue pour le cas de la décroissance.
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N. B. — Dans lu clusse de Mathématiques élémentaires, on admetlra ce
théorcme.

Démonstration. — On peut supposer o < 8, Alors, f (x) étant croissante
pour x = 4, il existe au moins un nombre § de lintervalle (z, §), tel que
Pon ait f () < f(x) pour o < x £ £ Soit E I'ensemble de tous les nom-
hres & de l'intervalle (2, 8), qui possédent cette propriété. Cet ensemble est
infini, puisque tout nombre compris entre a et un nombre I est aussi un
nombre %,

Soit 4 la limite supérieure de E. Si x est un nombre quelconque compris
entre 2 et v, il v a des nombres £ compris entre & et v. Soit ¢ l'un d'eux,
en lui appliquant la propriété qui déhnit les ¢, on a f (x) < f () et
f(2) < f (&) Si, dautre part, 5o est pris assez voisin de vy, ce qui est
loisible. puisque = est la limite supérieure de 15, on a aussi f(Za) < [ (¥).
parce que 7{r) est croissante pour o = 5. On conclut donc
F) < f(Bo) < F(y), dott fx) <7F(y).

Ainsi on a f (&) <f (). pour 2 < o < v, et v appartient 4 I

Or, cela n'est possible que si y == 8. Car, sany cela, f (x) étant croissante
pour .r == ¥, il existerait au moins un nombre &', compris entre y et §, tel
que l'on eitt, pour vy < o= &, f(y) < f (r), et, par conséquent,
J ) < F(x) :et, comme on a déja f(2) < f(a) pour o < o <4, cette iné-
galité aurzit lieu pour = < x == &', Mais alors. 4 serait un nombre de I7,
pius grand que la limite supérieure v de E. Ce qui est contradictoire,

Nous devons done conclure que v = 8 : et. comume nous avons prouve
que v appartient & 1, il en résulte que Uon a 7 (=) < (B (C. Q. F. D).
On remarqueri qu'il en résulte aussi que E se compose, en fait, de tous
lea nombres de Uintervalle (=, £). 2 exclu.

Tutorkse 1. — Sila fonction 1(x), supposée définie dans Uintervalle
{a, BY. adinet, en tout point de cet interzalle, une dévivde £ (x) positive,
cotle jorction 1 (X) est croissante dans Uinteroale (a0 b)Y (1),

Car on a, pour toute valeur g de l'intervalle,

f o+ —7F (x) =n [f xo+ el
¢ tendant vers zéro avec i De sorze que f (o + 1) —f {ro) est du signe
de h, dds que |k est assez petit, puisque f'(xu) est positif. Ce qui exprime
que 7(x) est croissante pour r = 0. (C. Q. F.D.).

Tutortme I — La conclusion du théoréme 11 subsiste si on suppose
seulement que la dérivée existe ef est positive pour a < x < b, pourtu quz
f(x) tende, vespectivement, vers 1(a) ou vers £(b), quand x tend wers a, ou
vers b (D).

En effet, le raisonnement s'applique encore pour @ < xo < b ; et il suffit
de montrzr que f(x) est croissante pour & =a et pour x = b. Démontroas-le,
par exemple, pour & = ¢ : cela se ferait de méme pour & = b.

(1} Théarémes analugues pour le cas de la dérivée négative ; et démonstrations
analogues.
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