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10. Rapport sur la composition de matbématiquts
(Classe de Premiere C-D)
au Concours général des Lycées et Colleges en 1923

Alors que 'année précédente, le Jury avait été unanime a se [elici-
ter de la yualité remarquable du Concours, qu'il avait été frappé du
grand nombre de compositions satisfaisantes comme de la maturité
des premiers lauréats, il ne peut que déplorer la faiblesse du Concours
de 1928.

Le sujet proposé (1) a été traité par 320 concurrents. Sur ce nom-
bre, une premiére sélection n'a permis d'en retenir, avec beaucoup
d’indulgence, que 32; et si, parmi ces derniers, le Jury a trouvé le
contingent ordinaire de 13 lauréats, il n'a pas eu de regrets a aban-
donner les suivants. L.es copies couronnées se suivent d'ailleurs de
trés prés, présentant eotre elles beaucoup d'analogies dans leurs
faiblesses et leurs lacunes. La composition classée premiére a é1€ loin
d'épuiser le sujet proposé ; mais elle s'est nettement distinguée par sa
netteté et sa précision; tout ce qui est traité est exposé en excellents
termes. dans une forme voisine de la perfection ; le Jury a été heureux
de la distinguer nettement des autres compositions, généralement
lourdes et pénibles, qui ont touché a plus de questions, mais dans des
conditions insuffisantes, si ce n'est insignifiantes ou méme défec-
tueuses.

L'objet de la. question proposée 6ta1: une étude ¢lémentaire de la
surface gauche de révolution, ses deux systemes de génératrices, ses
sphéres inscrites. Bien entendu, le mot de surface gauche n'était pas
prononcé dans le texte. Or. il a été constaté que certains élgves avaient
certainement entendu parler de cette surface ; mais ceux-la n'ont pas
su en tiver avantage; bien au contraire, ils ont fait appel a leurs sou-
venirs plutét qu'a leur propre jugement; leurs pétitions de principe,
leurs affirmations sont nombreuses, leurs raisonnements incomplets
et souvent inintelligibles ; ces éléves ne comprennent pas ce quils
écrivent ; s'ils avaient fait ceuvre personnelle, ils se seraient proba-
blement mieux fait valoir.

Dans une premiére partie, on envisageait les symeélriques D d'une
droite fixe Ay par rapport aux plans P menés par un axe fixe Z; on
demandait de montrer gque les symétriques d'un mérie point de A, décri-
vent un cercle I', puis gue les droiles D font avec Z le méme angle que Ay,
gu'elles ont avec Z la méme plus courte distance, enfin qu'clles sont
langentes & nne infinité de sphéres S.

(1) Voir V'énoncé page s des Fascicules consacres aux Examens et Concours en 1g28
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Ces diverses propriétés sont des conséquences immédiates de la
symeétrie, et cette premiére partie était considérée comme un préam-
bule trés facile, fait pour indiquer le chemin menant plus avant dans
le domaine a explorer. Or, cette partie a arrété le plus grand nombre
des concurrents. Il semble que le mot de «syméfrie », inscrit a leur
programme, n'ait pour eux d'autre signification que sa définition.
mais qu'il n'entraine aucune conséquence; le fait capital de 1'¢galité
de deux éléments métriques symétriques leur échappe entiérement ;
et cependant, leur attention sur ce point a du étre attirée a diverses
reprises, ne serait-ce qu'a propos des triedres symétriques, quand se
présente la notion nouvelle d'orientation et son caractére différent des
notions métriques. Alors gu'il suffisait de constater que Z est a elle-
méme sa symétrique, et D la symétrique de A¢. pour en conclure,
sans plus de discours, que Z et D ont une plus courte distance, un
angle qui sont les mémes que ceux de Z et Ay. que la distance d'un
pointde Z a D est égale a sa distance a Ay, le plus grand nombre des
concurrents se sont perdus et se sont attardés dans des €chafaudages
pénibles de triangles égaux. S'ils savent ce que signifie la symétrie. ils
ne se doutent pas qu'elle puisse étre utilisée. L'erreur est de voir
dans la Géométrie un ensemble de connaissances a acquérir et non
un instrument que l'on apprend a manier.
 Cette conception erronée développe une tendance i traiter isolément
la moindre guestion, & en faire un ilot qui ne se rattache a aucune
terre voisine. Ces éléves n'apercoivent pas cel aspect intéressant des
études géométriques, ou des phénomenes variés se rapprochent les
uns des autres en s'éclairant mutuellement. lls répétent fidelement des
raisonnements qu'ils ont déja développés : pour déterminer le lieu des
points de contact d'une méme sphere S avec les droites D, il en est
qui constatent bien qu'un tel point de contact est lé symétrigue du
point de contact de 4, avec la méme sphére S le résultat doit done
étre considéré comme acquis, puisque le lien du symétrique d'un
point de A a été précédemment €tabli, et cependant la démonstration
se répeéte. Les diverses parties du sujet se reliaient les unes aux
autres, ainsi que nous allons I'exposer tout a I'heure ; certaines phra-
ses du texte étaient méme données pour provoquer ces liaisons ; mais
ces lumitres, placées pour éclairer la route, n'étaient pas apercues, et
nos concurrents n'y trouvaient qu'un probléme de plus a résoudre.

Notons encore une autre faiblesse, déja signalée I'année précédente.
Nos éleves sont maladroits lorsqu'il s'agit de représenter une figure
de l'espace; si la disposition de leur dessin se présente mal, ils le
conservent néanmoins, au lieu d'en tirer une indication qui leur
suggére une disposition plus favorable. Pareillement, ils n'osent pas
recourir a des projections bien choisies ; quelques-uns cependant ont
bien su tirer parti, dés le début, d'une projection sur un plan perpen-
diculaire a l'axe Z ; que n'ont-ils eu la pensée datiliser davantage
cette projection, principalement dans la- seconde partie, ainsi que
dans la quatriéme ?
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Dans cet ensemble trop terne, relevons cependant une qualité. La
proportion des compositions franchement mauvaises, ou comportant
de grossieres fautes de raisonnement, sest sensiblement abaissée ;
peut-étre ceci tient-il a ce fait que la premicre partie. tout en retenant
trop longuement les concurrents, était néanmoins d'une essence
facile. En fait de fautes graves, se reproduisant dans beaucoup de
compositions, il n'en est guére que deux qui doivent étre signalées.
La premiere consiste a dire (nous sommes en Géométrie de I'espace)
que le point B décrit un cercle sous cette seule raison que sa distance
a un point fixe reste constante. La seconde est celle de ceux qui pré-
tendent que deux droites, faisant le méme angle avec un plan, font
aussi le méme angle avec toute droite de ce plan. Enfin, il est intéres-
sant de relever une troisieme faute, bien qu'elle n'ait €té commise que
par un seul. mais parce qu'elle est un exemple de ce que donne I'abus
du mécanisme : pour établir que le lieu d'un point B est un cercle, la
méthode, dit 1'éleve, est de démontrer que quatre points quelcon-
ques By, B., B;, B, de ce lieu sont sur un méme cercle; l'éleve établit
ensuite, correctement d'ailleurs, que le point B, est sur le cercle de
centre | et de rayon [Ay; et de conclure en ces termes : la démonstra-
tion serait la méme pour les points B, By, Byj la proposition est
donc démontrée !

Ceci dit. nous allons passer en revue les diverses parties du sujet s
nous ne reviendrons pas sur la premiére partie, qui s'est trouvée étre
le morcean capital de la composition.

Dans la seconde partié, on envisageait un des cercles I', et deux
droites particulieres Dy, D: de la premiére partie, puis les droites A
rencontrant ces trois lignes, et l'on proposait de « montrer que par un
point quelcongue pris indifféremment sur ['une de ces trois lignes passe
une drotte A el une seule, puis que ces droiles A possédent, comme les
droites D, les qualités énoncées au n® 1 ».

Cette derniere ligne est l'une de ces indications que n'ont pas
apercue les éleves. Il est naturel d'établir une méme qualité par une
méme démonstration ; mais si une démonstration doit étre identique
a celle qui la précede, il n'y a pas’lieu de la répéter, mais de constater
seulement le retour des mémes hypothéses. Il y avait donc la une
suggestion qui indiquait de démontrer que les circonstances de la
premiére partie se renouvelaient. En envisageant donc les symétri-
ques A de la droite Dy par rapport aux différents plans P menés

" par Z, il était établi, d'apres la premiére partie, que toutes ces droi-
tes A rencontrent I' et Dy, et que, de plus, elles possédent les gualités
énoncées. L.a question est ainsi résolue immédiatement, sauf a justifier
que ces droites A rencontrent aussi D:, ou encore qu'elles coincident
avec les droites A" obtenues de la méme maniére en partantde D..
C'était le point délicat; quelques-uns y ont été conduits sans le voir
clairement, et, a fortiori, sans le résoudre. La solution a laquelle
s'attendait le Jury consistait a s'inspirer des méthodes de la Géomé-
trie cotée et a projeter la figure sur le plan du cercle I'. La coinci-



dence apparait alors de suite : les droites A et A’ s'associent deux a
deux, ayant deux points communs (de méme projection et de méme
cote), l'un sur le cercle I' supposé quelconque, I'autre sur celui des
cercles I' dont le rayon est minimum. Un autre procédé consiste a
observer que chaque droite A ou A’ s'obtient. & partir de 4,, par deux
symétries par rapport a deux plans menés par Z, donc par rotation
autour de Z ; mais cette démonstration fait appel aux propriétés des
rotations que ne connaissent pas encore les éleves de Premiére, En
voici une troisieme, qui était A leur portée. Toutes les droites A. AT,
ainsi que les droites D du n? 1, possedent les qualités énoncées dans
ce n® 1. Or, par un point de I, passent une droite A, une droite A', et
une droite D, et, d’autre part, par ce méme point on ne peut mener.,
tangentiellement & la sphére S passant par ce point, que deux
droites faisant l'angle donné avec Z: sur les trois droites A, A et D,
il yen a donc deux qui se confondent, de sorte qu'il ne reste plus 4
établir que D ne peut se confondre ni avec A, ni avec A'. Mais, si D se
confondait avec A. par exemple, elle posséderait les qualités de celle-ci,
d’¢tre dans un méme plan avec Dy sans se confondre avec elle, alors
qu'il apparait facilement, d'aprés le mode de génération des droites D
étudi¢ dans la premitre partie, que deux de ces droites ne peuvent
&tre ni sécantes, ni paralléles,

Passons de suite & la guatri¢me et derniére partie, qui se rattache
directement a la précédente. « On suppose que D et D’ sont les symélri-
ques de Aq par rapport a deux plans rectangulaires P et P’ menés par Z
et que la sphére S est celle de vayon minimum. On considére toutes les
droites rencontrant D et D' et tangentes a S : il s'agil de montrer que ces
droites comprennent les droites A el une autre famille dont on cherchera
le lieu du point de conlacl avec la sphére S. » :

L'hypothé¢se particuliere de l'orthogonalité des plans P et P
entraine de suite que D et D' sont tangentes a S aux extrémités d'un
méme diamétre, Ce fait a bien été apercu de quelques concurrents,
mais sans qu'ils sachent en tirer parti. Or la conséquence en est que
la figure est alors constituée avec deux droites quelconques D, D' et la
sphere S décrite sur leur perpendiculaire commune CC' comme
diamétre. L'axe Z est une bissectrice, issue du milieu O de CC’. de
I'angle formé par‘les paralleles a D et D'. De la deuxiéme partie
résulte qu'il existe une série de droites s'appuyant sur D et D' et tan-
gentes a S en un point variable du grand cercle de cette sphére dont
le plan est perpendiculaire a Z. Or, rien ne distingue cette bissec-
trice Z de la seconde bissectrice Z; du méme angle: a cette seconde
bissectrice correspond donc une seconde famille de droites A, tangen-
tes 2 S en un point variable sur le grand cercle dont le plan est per-
pendiculaire a Z,. Il reste enfin a constater qu'il n’existe pas, en dehors
des droites A et Ay, d'autres droites tangentes 4 S et s'appuyant
sur D et D', car, par tout point I, pris sur D, passent deux telles
droites, intersections du plan mené par [ et D' avec le cone circonscrit
a S de sommet [, et deux seulement.



I.a troisieme partie proposait de «calculer le rayon R d'une sphere S
en fonction de la distance x de son cenlre au point O, el des constantes a
et 2 ). Puis, réciproquement, on se donne, « a priori, lrois spheres
X, ¥, S, dont les centres sont alignés el dont les denx premieres soni
égales, el l'on demande de chercher, en caleulant les conslantes a ef a,
s'2l existe deux familles de droites D et A, définies comme aux n° 1 el 2,
fangentes a ces trois sphéres ).

Le calcul, qui donne R® = a* +- a* sin® z, est simple ; il a ¢té réussi
rapidement par les bons éléves ; les autres v sont arrivés par applica-
tion copieuse du théoréme de Pythagore. Ceci fait, les éleves s'enga-
gent trop vile dans le calcul de la réciproque ; ils écrivent des équa-
tions, font des calculs, sans s'occuper de leur signification. Il y avait
d'abord & déterminer la position du point O ; la considération de la
formule précédente, donnant deux valeurs égales de R pour deux
centres équidistants de O, plagait immédiatement ce point O au
milieu de la distance des centres des spheres égales données. Il y avait
a observer et non a calculer. Or, les uns ont considéré le point O
comme donné: d'autres ne se sont pas apergu qu'il v avait lieu de
rechercher sa position; quelques-uns l'ont fait a grand renlort de
calculs, La méme considération permettait de rétablir une symétrie
entre les données que l'on pouvait regarder comme constituées par
deux couples alignés de sphéres €gales et symétriques par rapport &
un méme point O: 2, =" et Sy, §'y. Ceci permettait de désigner par R
le plus grand rayon., par R’ le plus petit, par x et x' les distances
respectives des centres au point O ; cela évitait de lourdes discussions
envisageant plusieurs cas suivant l'ordre de grandeur de R et R, les
signes de a et x°. Le calcul donnait facilement :

R R RS Ray
SIS —— ——————— e
== [ Hi i ol

(plusieurs n'ont pas vu gque c'était @ et x gu'il s'agissait de calculer),
puis les conditions :
Ol =—sipfa<= 150 at =0,
lesquelles, en vertu des remarques précédentes, se traduisent par
g . ; s : : Rex
A > x 2! e > A _i_ R‘.‘ gt l{ ‘.’.‘I At > }'{u
inégalités toutes résolues par rapport 2 4% ; la premiére s'efface devant
la troisiéme, dont elle est conséquence ; il y a donc lieu de distinguer
deux cas, et deux cas seulement, suivant l'ordre de grandeur des deux
limites trouvées (toujours positives), c'est-a-dire suivant le signe de
la différence
3 3 v, o R . : it
x?*+R*—R*— R® = (R* — R™®) (1 —‘m),
ou encore suivant que x est inférieur ou supérieur a R’, soit enfin
suivant que les petlites sphéres se coupent ou ne se coupent pas. Dans
le premier cas, la seule condition de possibilité du probleme est ;
>xr+R*—R?;







	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6

