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Mais on remarquera, d'une fagon générale, la marche rapide de l'exposi-
tion, la concision et la sobriété du langage : le début de la premiére pariie
et une bonne moilié de la cinquiéme atteignent, & ces divers poinls de vue,
une perfection assez rare. La forme bréve, donnée aux conclusions, est un
des caractéres d'un esprit géoméirigue.
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On sait que tout déplacement d’une figure plane dans son plan ést
équivalent 4 une rotation ou une translation, celle-ci pouvant d'ail-
leurs étre considérée comme une rotation dont le centre est a I'infini.

[. Soit O le centre de la rotation qui améne le plan P en Pi.

O est fixe, et MOM,, l'angle de rotation, l'est aussi. Le triangle
MOM, estisoctle, et la projection N de O sur MM, en est le milieu.
Lorsque M se déplace sur la droite 3, N, qui lui correspond dans

MOM:

: —— MO

une similitude de centre O, d'angle MON = —— et de rapport
ON : 3 A i e
OM se déplace sur une droite déduite de 3 par la méme similitude.

La droite MM, constamment perpendiculaire 2 ON en son point
commun N avec la droite-lieu de. N enveloppe une parabole de foyer
O qui a pour tangente au sommet la droite-lieu de N.

Si M déerit un cercle au lieu d'une droite, le méme raisonnement
montre que N décrit un cercle déduit du lieu de M par la similitude
énoncée plus haut, et que MM,, constamment perpendiculaire 4 ON
en son point commun N avec le cercle-lieu de N, enveloppe une
ellipse, une hyperbole ou un point, selon que O est a l'intérieur, a
I'extéricur ou sur le cercle-lieu de N, ou; ce qui revient au méme, le
cercle-lieu de M. (Si O est sur le lieu de N, et si O’ est diamétrale-
ment opposé a O sur ce cercle, la perpendiculaire en N a4 ON se
confond en effetavec NO', puisque ONO’ zj-)
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Quand M déerit une, droite 8, M; décrit la droite 3, correspon-
dante du plan P, droite située a ¢égale distance du centre de rotation
O que 5. Le lieu D de N est une droite qui passe par les projections
m et my de O sur 3 et 8y, car m et my, projections du foyer de la
parabole-enveloppe de MM; sur 3 et 3; (qui sontdes tangentes, car,
lorsque M ou M vient au point de rencontre de 5 et 3;, MM
vienten 5, ou en 3). D oun mm,, la tangente au sommet, est une
position de MM, et m et m se correspondent : par suite, mM
est égal au segment correspondant mM;. Si p et p, sont les
projections de M et M, sur D, les triangles rectangles Mpm et
M,uymy, dontles hypoténuses sont égales, ainsi que les angles en m
et my puisque le triangle mwm, est isoctle, sont égaux (N £tant le
milieu de MM, : on pourrait encore dire que M = p,M,). Par suite,
wim == pgny €t pm = mpy = mpg 4= pm 0 ppy = mmy, ce qui
démontre bien que la projection de MM, sur D est constante.

11. Soient O, et O, les centres des rotations qui aménent P en P, et
P.. et désignons par Ny et Nu les milieux de MM; et MM,. MO,N;
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et MO.N. sont constants comme étant les demi-angles de rotation, et
il en est de méme de leurs compléments O;MN, et O.MN.. Si M,
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M; et M, sont en ligne droite, O;MOs est la différence ou la somme
de O;MN; et QO.MN, selon que les 2 rotations sont ou non de méme
sens. Dans les 2 cas, le lieu de M, d'ou l'on voit O0;Q. sous un angle
constant. est un cercle.

Ni se déduit de M par une similitude de centre O d'angle MO,N;
O.N;

et de rapport —— . Le lieu de M étant un cercle qui passe par O,,
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il en est de méme du lieu de N, et la droite MMM, perpendiculaire

en Ny & O;N, enveloppe un point, puisque O, est sur le cercle-lieu de Ny,
WY MIN A

Si DM = &\;' =k O, MO = BN JMO; — —\}E—: .

MM, MN, sin MO, N, sin MO.N,

.'\'IO| 30 l\lN| sin 1\402122
MO. MN; sin MO,N,

Le lieu de M est donc un cercle I" dont le centre est sur O;O..

Connaissant le lieu de M, on en déduit ceux de N, et N. par simi-
litude. Ce sont des cercles, 4 l'intérieur desquels se trouve l'un des
points O et O2, puisque I'un de ces points est forcément a l'intérieur
du cercle I'. Donc, les enveloppes de MM, et MM, sont, I'une une
ellipse, l'autre une hyperbole. :

Le lieu de M, se déduit de celui de M par la rotation qui améne
P en P,. Ce lieu est donc un cercle. Si O, est le centre de la rotation
qui améne Py en P, et si N2 est le miliea de M M., le lieu de N,.
se déduit de celui de M, par une similitude de centre Q.. Clest encore
un cercle. Enfin, comme M;M, est perpendiculaire 2 O;sN2 en Nyu,
I'enveloppe de M|M, est une ellipse, une hyperbole ou un point. selon
la position de OOs par rapport au cercle-lien de N;..

Le cercle I' passe par O, et O, le cercle I" a son centre ¥ sur
0,0: et. coupe O40; en 2 points conjugués harmoniques par rapport
a Oy et Oy, soient oy et ws. On a donc: -;'m,z =7'04. yOs, ce qui
montre que la tangente menée pary’ & I', dontla longueurest la racine

Done : — B,
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carrée de la puissance y'o, de y' dans I', est égale au rayon y'o,
de I". La tangente au cercle I' menée par vy a son point de contact
sur 1", ce qui montre que I' et I'" sont orthogonaux, puisque la tan-
gente 4 I'un en un point commun e¢st le rayon de l'autre.
e, e -
Si M;MM. est constant, O;MO. est aussi constant. Dans le cas
e —— e T T TN T
de la ﬁgure, il est en effet égﬂ} a Oﬁi\l!\lz + 1"\'121\(11'\"11 - Ogh‘“\’l],
et tous ces angles sont constants. Le lieu de M est donc un cercle qui
passe par O, et O,

III. Pour que le triangle M;MM. soit équilatéral, on doit avoir

MM, T Y T e 3 y MM, W
N r et M\MM: = 60°. Puisque ML

L] - AR -
part sur un cercle I'', et, puisque M{MM. = 607, il se trouve encore

1, M se trouve d'une
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sur le cercle-lieu des points d'on I'on voit 0,0, sous un angle

constant (qui peut avoir 2 valeurs selon l'orientation de “\T."Kﬁﬂ}
Le point M est donc a I'intersection des cercles trouvés.

Nous avons trouvé que pour avoir M, M, et M; en ligne droite, on
devait choisir M sur un certain cercle. Pour que M, M, et M, soient
en ligne droite, M doit se trouver sur un second cercle, et pour que
M, M;, M. et M, soient en ligne droite, il suffit de choisir M a l'inter-
section de ces 2 cercles.

‘

IV. SiA est une droite du plan P et o la projection de O, sur cette
droite, on aura la droite A, correspondant 2 A en faisant tourner
@O, puis en prenant A, perpendiculaire 2 la nouvelle position de
®0y. Oy, équidistant de A et A,, est sur une bissectrice et en

. - - e
désignant par I le point de concours de A et A, on voit que v O, le
demi-angle de rotation, est constant, ainsi que son complément

— al : - 3 A - .

0lO;. La droite Ay qui correspond 2 A dans la rotation qui améne P
sur Py passera donc par I si de ce point on voit ©” Os sous I'angle
complémentaire du demi-angle de la rotation (P, Pi). Par suite,

m est égal 4 la différence des angles constantsﬁﬂOﬁT et m et
A, Ay et &y concoureront si I appartient 4 un certain cercle passant
par O; et Os, X. D'aprés sa définition, ce cercle n'est autre que le
cercle I'.

Connaissant le lieu de I, on a celui de ® par une similitude de
centre Oy, puisque le triangle rectangle [w O, est de forme connue. Le
licu de o est donc un cercle, qui passa par Oy puisque X y passe aussi,
et la droite A, perpendiculaire 2 @O, en » enveloppe un point, puisque
le lieu de © passe par O.

Pour que A, A,, A, concourent, A doit passer par un certain point,
Pour que A, A, et Ay concourent, elle doit passer par un autre point.
Donc, pour que A, Ay, Ay, & concourent, A doit joindre les 2 points
fixes.

V. Soient Oy, Oy les centres des rotations qui amenent Py en Ps et
en Py, ou A, en A, et en Ay, Remarquons que les angles de A, et A,,
A, et Ay, As et Ay, sont égaux aux angles des rotations (P, P.), (P.. P),
(Ps; Py). Le triangle formé par Ay, A4, Ay a done une forme constante.
0,4, équidistant de A, et Ay, se trouve sur l'une des bissectrices. De
méme, Oy se trouve sur une bissectrice de A; et 4;. Pour que le
triangle & A: Ay, qui a une forme constante, ait une aire constante,
il doit étre égal a un certain triangle ABC, dont on connait par
conséquent langle des bissectrices COy. et BOy; Le lieu de I est donc

un cercle qui passe par O;: et O,5. [C est connu [lm} aussi, Si o' et
w soat les projections de Oys sur Ay et une paralléle 3 Ay menée par [,
o se déduit de | par une similitude de centre Oy, puisque le triangle
rectangle 1wOyy a une forme connue, et son lieu est un cercle qui passe
par O,., puisque le lieu de I passe par O;:. Dans le cercle-lieu de o, la
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