


La copie classée avec le n°1 se détache nettement des autres, et
malgré des inexactitudes et des lacunes, elle a paru digne de la publi-
cation. C'est la seule ou la cinquiéme partie ait été abordée avec fruit,
et le probléme y est traité presque en entier, dans les grandes lignes
tout au moins. C'est assurément la meilleure de toutes celles que le
Concours général ait produites en mathématiques — dans la classe de
Mathématiques — depuis son rétablissement.

Il n'est pas inutile de reprendre l'analyse du sujet, pour faire saillir
la variété, les finesses et les difficultés des questions qu'il pose. Une
solution compléte, tenant compte des cas particuliers, entrainerait
trop loin et n'aurait pas l'avantage de certaines indications générales
ou de précisions relatives aux points délicats.

Dans tout ce qui suit, l'énoncé du probleme est mis en italigue.

1. Soient P, Py, Ps, Py des positions successives d'un plan mobile qui
glisse sur un p!cm fixe. Un point M du plan P a, dans Py, Py, Py, x"es
poszuons My, M., M, :espec!wemeut

Le point M decrwmz{ une droite du plan P, trouver le lieu D du milieu
de MM, ei lenveloppe de la droite MMy (On appelle enveloppe d'une
famille de droiles, soit une courbe que touchent ces droiles, soil un point
par ot elles passent).

Méme question, le point M décrivant un cercle du plan P.

Ces questions sont classiques. Désignons par O; le centre de la
rotation (R;) qui améne P en P;, 22;la mesure algébrique de cette
rotation, le plan P qui sert de repére étant orienté ; appelons de
méme O le centre de la rotation (R ;) qui-améne P; en P s et 2%
I’ amplltudc de cette rotation. On sait quc les angles 2 « ne sont définis
qu'a un multiple prés de 27 et par suite les angles = a un multiple
prés de =.

M décrivant une courbe {i), son homologue M, décrit une courbe
égale (w.(), qui se déduit de (u) par la rotation (R;}. Tout point L, qui
partage MM, dans un rapport constant, décrit une courbe (%) sembla-
ble a (1), le point double de la similitude étant Oy. Si L est le milieu
N de MM,, la droite O;N est la hauteur du triangle isocele MO,M,,
relative a la base MM, ; l'enveloppe de MM, est I'antipodaire du point
O, par rapport a la courbe (v), lieu de N. On peut la définir antrement ;
prenons un cercle fondamental d'inversion (¢}, arbitraire, de centre Oy,
et la courbe (v') inverse de (v) par rapport a (c} : I'enveloppe de MM,
est la polaire réciproque de (v) par rapport a (c). '

L'application au cas ou (1) est une droite ou un cercle est immédiate.
Beaucoup de candidats ont donné l'expression du rapport de similitude
de (v) et (1) sous la forme cos «; ; c'est exact, mais I'emploi de simples
triangles rectangles ne suffit pas a justifier ce fait.

Montrer que la projection de MM, sur D est constante.

Cette question est sans difficulté. Quelques candidats ont rapproché
le résultat de celui que fournit un théoréme de PonceLET, dans le cas
d'une parabole.
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Il. Trouver le lieu I du point M pour que M, My, M, soient situés en
ligne droite. Quelle est alors l'enveloppe de [a droite MM M, 3

Cherchons tout d'abord les liens qui existent entre les positions des
centres de rotation Oy, Os. Oy des plans P, Py, P: deux i deux, et les
angles de rotation correspondants. Il est commode de placer M sur
0,0 par exemple. Le point homologue M, est alors le symétrique de
M par rapport a la droite Oyx; qui fait avec Q0. I'angle 2, ; de méme
M. est le symétrique de M par rapport a la droite Quxs qui fait avec
040, I'angle #,. On voit de suite que 1'axe du segment M, M, passe par
le point de rencontre de O,x; et de Oyx:, lequel est indépendant de la
position de M sur O,0. et n'est autre que O,. ; en outre un angle des
droites 04,0, et 04:0s est @ — = et la rotation (R,.) a pour ampli-
tude 2 — 2.0,.

Appelons v le cercle circonscrit au triangle 0,0.04:; clest le liew
des points Q tels que (QO,, QO;) = az — «,.

Si M, M,, M. sont alignés, les perpendiculaires O,y;, Osys, Orayis
abaissées de O, O., Oy. respectivement sur la droite MM,M. sont
paralleles, et réciproquement. 1l en résulte que l'un des angles des
droites O;M, O:M, par exemple, a pour mesure #; — x. Cela place le
point M 'sur le cercle I' symétrique du cercle v par rapport & la droite
040« Dans les mémes conditions, M, et M: décrivent respectivement
les symétriques de y par rapport aux droites 0,0y et 0.0;.. Ces trois
cercles passent par 1'orthocentre H du triangle O10:0,..

Quand M décrit I', N se déplace sur un cercle C qui passe par O, |
la droite MM,M.. perpendiculaire & O;N, passe par le point diamétra-
lement opposé a O, sur C. La tangente & I', en O, résulte de 0,0,
par une rotation d'amplitude % —#; et la'tangente a2 C s'obtient en
faisant tourner la premitre d'un angle . Il en résulte que la tangente
a C, en Oy, est parallele 2 0.0,. Le diametre de C, qui passe par Qy,
est donc la hauteur O H du triangle 0,0.0:. Ainsi, la droite MM;M.
passe par un point fixe situé sur O(H. Ce point fixe est de méme sur
les autres hauteurs du triangle : ce ne peut étre que le point H.

Ces résultats s'obtiennent beaucoup plus vite si I'on remplace les
rotations par des symétries. M étant un point quelcongque du plaa P,
construisons son symétrique m par rapport a 0,0s ; les symétriques
de m par rapport 2 Ouxy et Osx: sont précisément les points M, et M..

Le lieu du point m, tel que ses symétriques M, My, M., par rapport
aux cotés du triangle O,0,0,s soient alignés, est le cercle y circonscrit
au triangle et on sait que la droite MMM, passe par l'orthocentre de
ce triangle. Les lieux de M, M, M., sont les symétriques du lieu de m,
c'est-a-dire de y, par rapport aux divers cotés du triangle.

MM,

MM.

ce cas, que sont les enveloppes des cotés du triangle MMM, ? Sous guel
angle se coupent I' et I 2

Cherchons d'abord le lieu du point 72. Soient n, n,, ny les projections
respectives de m sur 0,0z, 0,01s, 0:0,:. Les cotés du triangle nn n,

Trouver le ltew T de M pour que le rapport sott constani. Dans



sont les moitiés des cotés du triangle Mh‘hh’ig, de sorte que b k.
’

11y
Le cercle décrit sur mO, comme diamétre passe par n et ny, si
bien que nny =m0, |sin% {. De méme nns =m0, |sinz | et
mOl. , sin Ua

— =k

Le lieu de m est donc un cercle orthogonal a la

sin %
droite 0,0 et gui partage harmoniquement le segment O;0.. Clest
aussi le lieu de M, c'est-a-dire le cercle I et ce cercle est orthogonal
a tout cercle qui passe par O; et Os, et parsuite a I'. Les lieux de M,
etde M. sont respectivement les cercles I'; et I, symétriques de
I parrapporta 0,0 et 0.0

Des deux sommets O, et Qs l'un est 4 l'extérieur du cercle I',
'autre est a l'intérieur ; supposons par exemple que Os soit a l'inté-
rieur. Alors O; esta I'extérieur du cercle lieu du milieu de MM, et la
droite MM, enveloppe une hyperbole; O. est a l'intérieur du cercle
lieu du milieu de MM, et la droite MM. enveloppe-une ellipse. La
droite ;0. est I'axe radical de I'" et Iy de sorte que O;: est, simul-
tanément, soit a 'intérieur soit a I'extérieur de ces deux cercles. Dans
le premier cas, M;M: enveloppe une ellipse, dans le second une
hyperbole. j

En résumé, il y aura autant d'ellipses enveloppes des cbtés du
triangle MMM, qu’il y a de sommets (1 ouz2) du triangle O;0:0;.
a l'intérieur du cercle.I".

Le passage d'un cas a |'autre se fait lorsque I passe par Q.. Mais
alots MO O| Ol sin e

MO:; 01202 Sin &y
le lieu de M tel que le triangle M{MM. soit isocele est le cercle I''y,
qui passe par Oys, est orthogonal a la droite OO, et partage harmo-
niquement le segment O,0.. 1l passe par les pieds des bissectrices de
I'angle en Oy sur le coté spposé O040;.

Trouver le lieu de M pour que l'angle M{MM, soit constant. s

Il faut, au préalable, définir ce qu'on entend par « I'angle M;\MM. » :
c'est ce que n'ont pas fait la plupart des concurrents.

Ce peut étre 'angle des droites MM, MM., dans le plan orienté, ou
I'angle des demi-droites MM,, MM., le plan étant toujours orienté,
ou encore l'angle en M du triangle MM;M. au sens habituel. Quelle
que soit la définition adoptée, il est manifeste que les points O, et O,
appartiennent au lieu ; car, si M vieat en O, ou en Os le segment MM,
ou” MM: est de longueur nulle et la direction de la droite qui le porte
est indéterminé. Cette méme raison explique pourquoi I' passe par
Oy et Oz, Dans tous les cas, on est ramené a trouver le lieu du point
m tel que l'angle nynn. soit constant, puisque le triangle nnn. est
homothétique du triangle M;MM,, par rapport au centre d’homothétie

est égal a

, de sorte que k vaut 1. Ainsi

I
m, avec le rapport - °
2



Prenons la premiére interprétation, L'emploi des cercles décrits sur
O,m et O.m comme diamétres donne les égalités :

(e, many) = (Qam, 0:04s) 3 (m, nny) = (Oym, 04O04s) 3 2 k= prés
bien entendu. Il en résulte par soustraction :

(nny, nns) = (Oym, Osm) -+ (0302, O101) ; par suite :

(O4m, Oum) = (nny, nns) + (01042, 0:0i:) = (nny, nny) 4 4 — 0= C*.

Le lieu du point m est donc un cercle ¢ qui passe par O; et Os;
celui de M est le cercle C symétrique de ¢ par rapporta O,0,, ceux de
M, et M. sont respectivement les symétriques de ¢ par rapporta
0]01:-. ct O;;O]gk

Dans le second cas, la constante n'a encore qu'une valeur-algébri-
que, mais un seul arc du cercle C, limité aux points O, et O, satisfait
aux conditions imposées a 'angle M{MM..

Dans le troisicme cas, si 8 est la mesure de 'angle en M du triangle
M;MM.;, la constante a deux valeurs distinctes as — % == §. Lelieu de
M se compose alors de deux arcs de cercles, limités aux points O, et O.

[II. Déterminer M pour que le triangle MM M, soit équilatéral ou pour
que les quatre poinis MM;M:Ms sorent en ligne droite.
Pour que le triangle MM;M; soit équilatéral, il faut et il suffit que :

1° MM, et MM, aient méme longueur, ce qui place M sur le cercle
Iy déja trouvé ;

2° L'angle en M du triangle M;MM, ait pour mesureg . Cela exige

que M soit sur l'un ou l'autre des segments qui correspondent a

-
i

e ; . Les points de rencontre de Iy avec la droite O,0; étant l'un

a l'intérieur, l'autre a l'extérieur du segment 0,0y, le cercle Iy ren-
contre chacun des segments précités en un point : il y a donc deux
triangles équilatéraux. y

Pour que M, My, M: soient alignés, il faut que M soit sur un cercle
I', qui passe par O, et O,. Pour que M, M;, M, le soient, il faut que
M soit sdr un cercle passant par O; et'‘O;. Ces cercles passant tous
deux par O, se coupent en général en un autre point o il faudra
placer M pour gque M, My, M., My soient alignés. La droite MM,M.M,
passe alors par les orthocentres respectifs des triangles 0,0:0xs,

0103013, 0203023, 042043033,

IV. Unedroite A du plan P a dans Py, Ps, Py, les posilions respectﬁ'es
Ay, Ay, As. Que doit étre Lenveloppe de A pour que A, Ay, A, concourent ?
Trouver le liew X de leur point de concours. Quelle relation présente T
avec le lien 1" ? ,

O, est le centre d'un cercle tangent a A et A;. Sil est le point de

1y
rencontre de ces deux droites, ona: (A, 10)) = = —+ .

Si A, passe par I, on ade méme : (A 10:) = 1—: - @s. Par suite
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(101, 10:) == s — %, et le point I est sur le cercle v. £ n’est donc autre
que v, c'est-a-dire le cercle symétrique de I par rapport a O,0s..

Le lieu de I ¢tant un cercle qui passe par Oy et (IO;, A) étant égal a
™
-~ — %, A coupe y en un point fixe © qui est son enveloppe. Sion

2
place [ en Oy, la droite A correspondante est la perpendiculaire
abaissée de Oy, sur O,0,. Le point  est donc le symétrique del'ortho-
centre H du triangle 0,0:0, par rapport a 0,0s. Dans ces conditions,
les droites A, et A, passent respectivement par les symétriques
wy et wz de H par rapport 2 0,0 et 0,04,. La vérification est d'ailleurs
facile, une fois le résultat trouve. :

Déterminer A de maniére gue A, Ay, Ay, A, soient concourantes.

De méme que précédemment, A, A,, A; concourent lorsque A passe
par le symétrique o' de l'orthocentre du triangle 0,0;0,; par rapport
& 0,05. Ainsi, la droite oo’ est la seule position de A pour laguelle les
quatre droites A, Ay, A,, A; concourent.

_V. Trouver Uenveloppe de A pour que le iriangle [ormé par Ay, Aa, Ay,
att une aire conslante.

On pourrait aussi bien chercher I'enveloppe de A; quand le triangle
formé par A, Ay A,, a une aire constante. Comme l'enveloppe de A:
se déduit de celle de A par la rotation (Ry), on peut donc se borner a
chercher I'enveloppe de A quand le triangle formé-par A, A, A; a une
aire constante. Soient A, Ay, A; les sommets corfespondants aux
cOtés A, Ay, Az, du triangle. Les trois droites OsAs O3A;, O,,A sont
bissectrices respectives des angles en As, Ay, A. Elles se coupent en
un point J tel que (JOy, JO,) = a3 — %, et le point ] estsury. La

parallele J]J' & A menée par | fait avec JO, un anglcz—sﬁ. Elle

rencontre y en un point fixe o déja trouvé, Par suiteladistance du point
® a A estla méme que celle de J a cette droite. Or J estle centre d'un
cercle tangent aux trois cotés du triangle A, A, Ay, Si ce triangle a
une aire constante, comme il est toujours semblable & I'une de ses
positions, il est de grandeur invariable et la distance précitée est
constante. L'enveloppe de A est donc un cercle de centre ©. Dans les
mémes conditions, 5 enveloppe le cercle symétrique du précédent par
rapport a 0,05 ; son centre est en H. Enfin les enveloppes de
As-et 4y sont deux autres cercles symétriques respectivement de
'enveloppe de & par rapport aux deux autres cotés du triangle
0,0:0y, ; ils ont pour centres respectifs o et o,.

Quel est le liew de M pour que U'aive du triangle MiMaM; soif constante ?

On peut aussi bien traiter le probléme en supposant constante l'aire
du triangle MM;M,. Cherchons d'abord le lieu du point m dans ces
conditions. L'aire du triangle mnnn, déja rencontré est le quart de
celle du triangle MM;M,. Or l'aire du premier ne dépend que de la
distance d du point m aucentre dé¢y. Soient R le rayondey, 4 la
mesure de l'aire du triangle O,0;0;:. Quand d croit de o 4 R, la
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