Rapport sur la composition de mathématiques
(Classe de Premiére C-D)
au Concours général des Lycées et Colleges en 1927

LLa composition a été abordée par 426 concurrents. Relevons de
suite, en ce qui concerne les meilleurs sujets, la qualité remarguable
du concours. Aprés une premiére élimination, prés de 50 copies ont
été retenues, qui méritaient un examen approfondi; si douze d'éntre
elles seulement ont été récompensdes, alors que le réglement accorde
treizeé nominations, c'est que ces douze premitres marquaient une
supériorité bien nette sur les suivantes, €t que se présentaient ensuite;
en téte de celles-ci, cing copies dont la valeur, sensiblement la méme,
rendait le classement diflicile ; mais, a supposer que les douze lauréats
n'aient pas pris part au concours, le jury n'aurait pas été embarrassé
pour désigner, parmi les autres, treize sujets dignes d'étre récom-
pensés. Les deux premigrés compositions affirment leur supériorité
par leur logique simple, élégante. irrésistible, qui conduit le lecteur,
sans une omission, sans un faux pas, jusquau derpier terme de la
question pour I'une, jusqu'a l'avant dernier mot pour l'autre. « On ne
peut se défendre d'un sentiment d’admiration et méme d'une certaine
émotion, dit un correcteur, a la pensée qu il s’agit du travail d'enfants
de seize ans ». Les deux compositions suivantes, a part une défaillance
plus sensible dans la derniére partie, témoignent d'un méme équilibre
dans la pensée, d'un méme développement remarquable du sens
critique et de l'esprit philosophique. Le travail de chacun de ces
quatre éléves pourrait servir a démontrer, si cela était nécessaire, a
quel point 'étude de la géométrie entraine la rigueur des enchaine-
ments logiques et la parfaite clarté de l'intelligence.

Suivons le texte proposé (1). « On donne deux points fixes A et B, et
un nombre positif k. que U'on suppose, dans les deux premiéres parties
du probléme. différent de Lunité. Nous appellerons (L) toute droile de
l'espace telle que le rapport des distances de A el B a (A) soilégal a k. On
désignera par [ et J les points de AB dont le rapport des dislances a
A et B est égal a k, par [' et J' les projections orthogonales de I et [
sur (A).

1° Mounirer qu'on peut caractériser loute droite (A) par lune on Uaulre
des conditions survanles !

a) le rapport des distances du poinl I' aux points A et B est égal a k;

b) les deux plans passant, Lun pav (A) et I, Pauive par (A) et J, sont
rectangulaires. »

l.a premiére proposition s'établit en p:n]cldnt orthogonalement
A,B. I, Jen A", B. I', J', sur une droite quelcongue (3). Sauf le cas
ou ces quatre projections se ‘confondent, qui' est celui ou (8} est
perpendiculaire 4 AB. le théoréme de Thalés pour l'espace donne

(1) Voir page 5 des Fascicules consacrés aux Examens el Conconrs en 1927,



i—;— :% =k ; d'autre part, les deux triangles I'A'A, I'B'B sont
rectangles en A' et B'; si donc (3) est une droite (4), c'est que
AN A ; I'A

BB | ¢ dueces deux triangles sont semblables, et que B ot
bien égal a k. Réciproquement, si cette égalité a lieu, les mémes
triangles rectangles ont I'hypoténuse et un c6té de l'angle droit
: AAY S TA
. BB I'B’

Dans le cas réservé, I'A et I'B se confondent respectivement avee
A'A et B'B, et la proposition est manifeste.

Le second caractere s'établit directement en projetant la figure sur
un plan perpendiculaire a (3); celle-ci se projette en un point 33 les
distances de A et B a (3) se conservent en projection suivent 3A et 3B,
de méme que le rapport des distances de I, comme de J, a A et B;
dans ces conditions, pour que () soit une droite (A), il faut et il suffit
que, en projection, les points I et | soient les pieds des bissectrices de
I'angle en 3 du triangle 3AB, ou encore que 81, 3] soient rectangu~-
laires. C'est la proposition énoncée. .

2° « On considére les droites (A) passant par un point fixve S, pris en
dehorsde AB ; montrer que le hew des points I' correspondants est un
cercle et le liew des poinis |" un autre cercle. Trouver le lieu du point S,
quand les deux cercles, lieux de I et ]’ sont égaux, ou, plus généralement,
ont leurs rayons dans un rapport donné ».

Pour qu'une droite (3) soit une droite (3), il faut et il suffit, d’apres
le premier caractere, que I' soit sur la sphére de diameétre [J; pour
qu'elle passe par S, il faut et il suffit que I'angle SI'l soit droit, donc
que I' soit sur la sphére de diamétre SI : d'ou le lieu de I', intersection
des deux sphéres, et celui de ', déterminé de méme maniére.

Prenant pour plan de figure le plan SIJ, apparaissent trois spheres
dont trois grands cercles, placés dans ce plan, ont pour diameétres 1],
SI, S]; Sl et §] coupent respectivement le premier en [ et |, puis en
deux autres points P et Q par lesquels passent aussi respectivement
les deux autres cercles; les deux lieux sont donc les deux cercles de
diametres 1Q et [P, dont les plans sont perpendiculaires a celui de la
figure. Or, les triangles rectangles SPJ, SQI sont semblables, ayant
méme angle en S, de sorte que les diamétres 1Q, JP sont proportion-
nels aux distances SI, 8] ; le lieu demandé de S est donc le lieu connu,
plan ou sphere, des points S dont les distances a | et | sont ézales ou
dans un rapport donné.

3% « On suppose mantenant k — 1. Que deviennent, dans ce cas, les
propriétés caractéristiques des droiles (A)? Caraclérisez, en particulier,
toules les droiles (A) passant par un point donné S équidistant de A el B.
Lieu des projections du nuliew O de AB sur les droiles (A) passani par
un point quelcongue S. Deux points différenis peuveni-ils correspondre
au méme liew ? )
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proportionnels; ils sont semblables et on a :
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Avec k = 1, un scul des deux points I, |, subsiste, devient le milieu
O de AB, l'autre s'¢loignant a 'infini. Le premier caractére se 'main-
tient, et s'établit de la méme maniere a cela prés que Q' étant la
projection de O sur (A), les triangles rectangles O'A’A, O'B'B sont
¢gaux et non plus semblables, et que ce caractére se traduit par
I'égalité des distances de O" 4 A et B. !

Le second caractere s'établit encore en projetant sur un plan perpen-
diculaire a une droite quelconque (8); la condition & remplir, égalité
des distances 8§ A, 8 B, est que la médiane 80 du triangle $ AB soit en
méme temps. hautcul. c'est-a-dire que O soit le pied, sur AB, de la
perpendiculaire commune 4 AB et (3). Cet énoncé est rcsié, en
général, inapercu; le premier caractére, seul, pouvait, heureusement,
intervenir dans la suite.

En effet, pour qu'une droite issue d'un point S, placé dans le plan
médiateur de AB, soit une droite (A), il faut et il suffit, d'apres le
premier caractére, que O’ soit aussi dans ce méme plan médiateur,
c'est-a-dire, suivant que O sera distinct de 8 ou confondu avec S, que
cette droite soit dans le plan médiateur, ou dans le plan perpendicu-
laireen S a SO, ceci a moins encore gue S ne soit le point O lui-
méme auquel cas toute droite issue de ce point O est une droite (A).

Si S est un point quelconque de 'espace, le lien des projections de
O sur les droites (A) issues de ce point S, se détermine comme dans la
deuxie¢me partie : c'est l'intersection du plan médiateur de AB et de
la sphere de diamétre OS, c'est-a-dire le cercle de ce plan médiateur
ayant Os pour diamétre, s étant la projection de S sur ce plan média-
teur. De sorte que, un méme cercle passant par O, situé dans ce plan
mediateur, correspond a4 une infinité de points S, ceux de la droite
parallele a AB issue du point de ce cercle diamétralement opposé a O.

4° « On donne un triangle ABC. Soit T un point équidistant de
A, B, C. Trouver toutes les droiles issues de T qui passent a égale
distance des points A, B, C. Examiner si I'on peut construire la posilion
du point T de telle sorle que trots de ces droiles forment un tri¢dre
Irirectangle. )

Le point T, par hypothése, est sur la droite commune aux plans
médiateurs des trois cotés du triangle ABC, axe du cercle circonsecrit
au triangle. Appliquons le caractere établi dans la 3¢ partie ; désignons
par a, b, ¢ les milieux des cotés BC, CA, AB du triangle, par Ta, Té',
Te' les paralleles a4 ces cOtés issues de I‘ une d:o:tc 1ssue de I Test
¢quidistante de A et B si elle est dans le plan médiateur de AB, ou
dans le plan perpendiculaire en T & Ta; il est plus commode de dire
si elle est perpendiculaire a Ta’ oua Ta; de méme elle est équidistante
de A et C si elle est perpendiculaire & Th ou a Th. Observons que les
six droites Ta, Th, Tc, Ta’, Th', T¢' sont toujours distinctes, sauf dans
le cas ou le tr 1ang]e ABC est rectangie et ou T est dans le plan de ce
triangle, coincidant avec le milieu de I'hypoténuse; ce cas écarté, on
obtient ainsi quatre droites répondant a la question, et respectivement
perpendiculaires aux plans Ta'd', Tab, Tab', Ta’b. Ces droites sont
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‘nécessairement équidistantes de B et C, donc perpendiculaires 4 T¢
ou @ Tec, ce qui se vérifie en constatant que Tc est dans les plans Tab’
Ta'b, car ac, par exemple, parallele 4 Ac et a Th' est nécessairement
dans le plan Taé'; Ic’, pour la méme raison, est dans le plan Tab;
elle est en outre dans le plan Ta's’, paralléle au plan du triangle. Les
guatre droites obtenues sont donc les perpendiculaires aux plans
Ta'b'c, Tabe', Tab'c. Ta'be: la premicre est l'axe du cercle circonserit
a ABC. '

Trois de ces droites peuvent-elles former un triedre trirectangle?
Pour qu'il en soit ainsi avec les trois dernitres, il faut et il suffit que
le triedre Tabe, formé par les plans Tab, The, Tea, qui leur sont
respectivement perpendiculaires, soit aussi trirectangle, donc que T
s0it point commun aux trois spheres de diametres ab, he, ca. Or, ces
trois spheres se coupent deux a deux suivant des cercles placés dans
les trois plans médiateurs ; on obtient donc deux points demandés T a
Iintersection de I'une quelconque de ces trois sphéres avec la droite
commune aux plans -médiateurs, axe du cercle circonserit 4 ABC. Ces
points existent & condition que le centre de ce cercle circonserit, ortho-
centre du triangle abc soit intérieur & chacune des sphéres, autrement
dit que le triangle ABC ait tous ses angles aigus.

Dans une seconde et ‘derniére solution l'une des trois droites
formant un triédre trirectangle est la premicre, axe du cercle circons-
crit, les deux autres étant, par exemple, les perpendiculaires aux
plans Tab, Tac. Pour que cette solution existe, il faut et il suffit que.
d'une part, ces deux plans passent par la premiére droite, que d'autre
part, ils soient rectangulaires; la premiere condition signifie que Ta
se confond avec la premiére droite, ou que a est le centre du cercle
circonscrit, ou enfin que le triangle ABC est rectangle en A; on cons-
tate alors que la seconde condition est conséquence de Ja premiére,
La seconde solution n'existe donc que si le triangle ABC est rectangle,
et tous les points T pris sur l'axe répondent 4 la question.

Nous retrouvons le cas écarté, celui ou ABC est rectangle; en A par
exemple, et ou T coincide avec le milieu a de I'hypoténuse BC. lei,
toute droite issue de B est équidistante de B ¢t C; elle est donc équi-
distante de A, B, C si elle est équidistante de A et B, c'est-a-dire per-
pendiculaire soit a Tec, soit a Th (paralléle a2 AB): il y a donc ici une
infinité ‘de droites, réparties dans deux plans, d'ailleurs rectangulai-
res® et avec ces droites, on peut former deux infinités de triedres
trirectangles; savoir ceux dont une aréte est soit T'b, soit Te.

En résumé, si le triangle ABC a un angle obtus, il n'y a pas de
triédre trirectangle répondant a la question; si tous ses angles sont
aigus, il y en a deux; si le triangle est rectangle, il y en a trois
infinités. -

Comme on le voit la question peut €ire envisagée comme un
theme sur la signification d'une condition nécessaire et suffisante. Les
concurrents se classent, selon que cette signification est plus ou moins




comprise, observée. Dés les premiéres lignes, le mot « caractérisery
indiquait qu'il s'agissait d'une condition nécessaire et suffisante. Or
un trés grand nombre se sont bornés a justifier le caractére nécessaire
de I'une oul'autre forme ; une des compositions récompensées a méme
commis cette faiblesse, qui l'a rejetée loin de la place a laquelle elle
aurait pu prétendre aprés les deux premiers. Fait curieux, quelques-
uns, qui ont €té discutés d'ailleurs, ont établi seulement le caractére
suffisant de la condition, rencontrant ainsi, et bien inutilement, des
difficultés, et les résolvant au prix d'habiletés qui auraient gagné a
s'exercer ailleurs.

Méme théme; dans la seconde partie, avec les lieux des points I'
et ]’, avec celui du point S, 4 propos desquels beaucoup se relachent
déja et ne s'arrétent plus qu'aux conditions nécessaires a remplir,
observant, par exemple, que I'l, I'] sontrectangulaires, que I' est donc
sur la sphere de diamétre ], sans dire qu'ils traduisentainsile premier
caractére, et probablement, sans le soupgonner.

Méme théme encore, a deux reprises, dans la troisieme partie, et
cette fois le relachement s'accentue. Aussi. faute de serrer le caractére
nécessaire et suffisant utilisé, nos concurrents ne trouvent-ils qu'un
plan, sur deux, engendré parles droites (A). Plus loin, lorsqu'il s'agit
de savoir si deux points S différents peuvent correspondre 4 un méme
lieu, une réponse fréquente. ne voyant qu'une condition suffisante a
remplir, se contente d'indiguer deux points S symétriques par rapport
au plan médiateur,

La quatritme partie est celle qui présente les plus lourdes faibles-
ses. lci, la signification des mots: nécessaire et suffisant, est totale-
ment perdue de vue. Ces faiblesses sont d'abord la conséquence de la
solution incompléte, qui vient d'étre signalée, de la 3¢ partie; souvent,
elles aggravent la faute alors commise. Telles compositions mettent
en évidence seulement les plans perpendiculaires aux droites Ta, Té,
Tec, acceptent comme solutions les intersections de ces plans deux a
deux, sans s'apercevoir que leur raisonnement devrait aboutir i cette
contradiction que ces trois plans devraient passer par une méme
droite. Deux sujets seulement ont bien marqué la disposition des
différents plans se coupant suivant les droites demandées.

Puis, en ce qui concerne la recherche des trigdres trirectangles, les
compositions récompensées ont apercu au moins la possibilité de la
premiére solution ; deux seulement ont discuté son existence. Celle de
la seconde solution n'a été apercue que par un seul, le lauréat du
premier prix.

Autres observations & signaler. Dans l'application d'un théoréme
général se manifeste une tendance a n'utiliser qu'une conséquence,
un caractére particulier de ce théoréme. Ainsi, dans la premiére
partie, le rapport des segments déterminée sur AB par | et | se
conserve en projection sur la droite (A); cette conséquence . immédiate
du théoréme de Thales est établie trop souvent en appliquant le
théoréme des projections orthogonales, & grand renfort de cosinus, en
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