Champs de moments
Application a la cinématique du corps solide
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Etant donné un systeme (8) de vecteurs glissants, en tout point M
e

de l'espace est appliqué un vecteur déterminé V (M), qui est le

moment résultant en M du systeme (S). On dit que l'ensemble des -

vecteurs V' El\"ﬁ constitue un « champ de moments ».

Un tel champ admet la propriété suivante : la différence géomé-
trique des vecteurs du champ en deux points quelcongues M, M, est ortho-
gonale a MM’ 839 5

En effet on sait que la différence V (M) — V (M) est le moment,
par rapport a M, de la résultante générale du systeme (S), appliquce
en M : ce moment est bien c:_l_'thogonai a MM’

En d'autres termes, V (M) et V (M) ont la méme projection orthogo-
nale sur la droite MM'.

Nous allons démontrer la réciproque : St un champ de vecteurs est tel
que la différence géomélrigue des vecleurs du champ en deux poinls
quelcongues MM’ est orthogonale a MM', il existe un systéme (S) de
yecteurs dont le champ considéré est le champ de moments (1).

Remarquons d’abord que si le systeme (S) existe,.il est unique (a
une équivalence prés), car deux systemes (S) et (S') ayant méme
momen! en tout point de l'espace sont équivalents.

Soient trois points ABC non en ligne droite ; posons

=V (B — V(A
> —— e
y = V{C) — VI(A).

Par hypothese ;f; est perpendiculaire a AB, et ’TF a AC. On peut alors
déterminer un vecleur A:‘rf tel gue ’ﬁ. el ’-;' soient ses moments respective-
ment par rapport 2 B et a C. En effet le vecteur cherche doit &tre dans
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les plans perpendiculaires 2 B et y menés par A, ces plans contenant,
en vertu de I'hypothese, les droites AB et AC respectivement.
Supposons d'abord que ces plans ne soient pas confondus, c'est-a-,
-
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dire que B et y ne soient pas paralleles. Les deux plans se coupent
—

alors suivant une droite A A: il existe un vecteur AR et un seul, de

-
support A, admettant 8 pour moment relativement a4 B; de méme il
— E
existe AR’ porté par A admettant y pour moment par rapport a C.
LaTr s
Je dis que AR" = AR . En effet, on a
> )-r:- = —_—
y— b=V — V(B
{1} Ce théoréme est indiqué et démontre dans le Caleul Vectoriel de CraTeLET et
Kaupé oe FErier, p. 274, et dans le Précis de Mécanique Rationnelie de G. BouLiGanD,

p. 8 _La démonstration que nous proposons se présente sous un aspect plus
eléméfitaire.



Donc T — B est orthogonal 4 BC. Or
e p-MCAR -—"le AR = Mj AR’ +MG BR® — M} AR,
en désignant par BR" le vecteur équipollent a AR mené par B.

Do 7 — B= M BR® + M} (AR — AR)
le premier terme du deuxiéme membre est orthogonal 4 BC; il faut

. donc que le second le soit s'il n'est pas nul. Or, si AR' n'est pas

équipollent a AR, ce second terme est perpendiculaire au plan BA
il faut donc quc ce plan contienne BC, contrairement a I'hypothese.

Done AR
Ce ra1sonnemcnt tombc en défaut si L\. coincide avec AB, c'est-a-

dire si y est perpendiculaire au plan ABC. Mais alors la projection

de ? sur BC étant nulle, il en est de méme de celle de ’[‘i', et -ﬁ' est nul
ou perpendiculaire 2 ABC, ce qui est le cas particulier que nous avons
laissé de coté.

Supposons maintenant B et y perpendlculalres au plan ABC. Nous

allons déterminer le support de AR de la maniére suivante :
Soient BB et CC' les distances de B et C a ce support; on doit avoir,
en mesurant toutes les longueurs avec une méme unité,
AR x BB = |B]
AR % CC’ =|v]-

Dou CC —l ‘
Donc la droite cherchée doit couper BC en I'un des deux points qui

partagent BC dans le rapport Le choix entre les deux droites

ains1 obtenues résulte immédiatement de la considération du sens
- >

relatif des deux vecteurs paralleles P et y. Cette droite AA est donc

unique. Le vecteur AR est ensuite bien déterminé sur cette drone par

la condition d’avoir B comme moment en B; il a aussi T comme
moment en C d'aprés ce qui vient d'étre dit. .
> e

SiI'un des vecteurs B ou y est nul, l'autre, supposé non nul, est
perpendiculaire 8 ABC, et la droite A se confond avec AB ou AC; on
ST

en déduit encore AR.
. g = v = - .

Si § = y = o, le vecteur AR ne pouvant passer a la fois en B et C
est nul.

—_—

AR cst donc déterminé dans tous les cas, sans aucune exception,

Cela posé, considérons un systemc (S) de vecteurs ayant AR
comme résultante générale et V{A} comme moment résultant en A.
11 admet comme moment résultant en B et C les vecteurs V{B} et
—_—
V (C). Je dis qu'il en est de méme en tout point M de l'espace.



Supposons d'abord que M ne soit pas dans le plan ABC. Alors les
droites MA, MB, MC forment un triedre. Soit MG le moment résultant
de (S) en M. La projection orthogonale de MG sur MA est égale a la
projection du moment de (S)en A. ¢'est-a-dire de WAj i de méme les
projections orthogonales de MG sur MB et MC sont respectivement les
mémes que celles de \J_{BT et Wﬁi . Mais, par hypothese, le vecteur
m’}_ a les mémes propriétés.

Les vecteurs V(M"j et MG » ayant meémes projections orthogonales sur
les trots arétes d'un triédre, sont égaux.

Si M est dans le plan ABC, il suffit de reprendre le raisonnement en
remplacant C, par exemple, par un point D extérieur au plan ABC,
pour lequel la démonstration vient d'étre faite.

Coxcrusion. — La condition nécessaire el suffisante pour qu'un champ
de vecteurs soit un champ de moments esi que les vecleurs du champ en

deux points quelconques MM" aient méme projection orthogonale sur la
droite MM'.

APPLICATION A LA CINEMATIQUE DU SOLIDE (1)

Soit un solide ¥ en mouvement : considérons & un méme instant ¢
les vitesses de ses divers points ; cela nous fait un champ de vecteurs

——

V (M) . Sinousconsidérons les vitesses de deux points M et M, les
projections orthogonales de ces vitesses sur MM’ sont équipollentes.
Une démonstration élémentaire de ce fait s'appuie sur le théoréme de

—

la composition des vitesses : la différence V {Mﬁ— V(M) est égale a
la vitesse de M’ relativement 4 un triedre ou M est fixe; dans ce mou-
vement relatif, M' reste & une distance constante de M, donc sa vitesse
est normale 4 MM,

Par suite, les vitesses au méme instant des divers points d'un solide en
mouvement sonl les moments résultants en ces points d'un certain systéme
de vecteurs.

Cas parTicULIER : Mouvement d’un solide autour d'un point fixe, Si 2
e Y
passe par un point fixe A, V (A) = o, donc le systeme (S) équivaut a
—
un vecteur unique AR | déterminé comme on I'a yu plus haut par les
vitesses de deux points B et C non en ligne droite avec A. On a alors
—_— g
V(M) = My, AR .
Les vitesses sont les mémes que si le solide était animé d’un mou-
vement de rotation autour d'un axe passant par A, le vecteur rotation
- —_— .
étant w = AR .,
M. WeaEgr,
Professeur au Collége Chaptal

(1) D'apres CaateLer et Kawek pe Férer, p. 318,



