


Pratiquement, comment reconnaitre que OA et OB sont commen-
surables, ou ce qui revient au méme, appartiennent 4 un méme réseau
de points équidistants '

Supposons OA et OB commensurables, OA plus petit que OB.

Le point A divise OB en deux segments dont I'un #; au plus égal a
la moitié de OB contient la commune mesure un nombre entier de fois.
Portons bout a bout des segments égaux 2 u;. Tous les points obtenus
appartiendront au réseau. Si parmi eux se trouvent A ef B la vérifi-
cation est faite. Sinon A et B divisent les intervalles qui les contiennent
respectivement en deux

e - s segments dont 'un est
) au plus égal a la moitié
e 3 5
) o < del'intervalle total. Soit
T e e — =y lemlnatpetit, o1l con=
tient la commune me-
G Aol sure un nombre entier

e = SR : i-
c) — : i de fois. Portons bout &

2 3 2 3 4 2 e

boutdessegmentségaux
a us (r). Tous les points obtenus appartiendront au réseau. Si, parmi
euxse trouvent A ef B la vérification est faite..., etc.

L'opération se continuera jusqu’'d ce qu'on trouve A et B il en sera
ainsi nécessairement, parce que les segments uy, te.... dont chacun est
au plus égal a la moitié du précédent décroissent indéfiniment et ne
peuvent pas devenir plus petits que la commune mesure que l'on a
supposée exister.

Ainsi, quand I'opération que l'on vient de décrire se termine, OA et
OB sont commensurables: sinon ils sont incommensurables et réci-
proquement.

2. — Nous allons essayer de traduire cette méthode de recherche
parl'énoncé d'une propriété; nousdonnerons d’'abord deux définitions.

1. — Nous appellerons module de nombres un ensemble de nombres
renfermant la somme et la différence de deux quelconques d'entre eux.

Si un module renferme des nombres g, a', a”, ... il renfermera tous
les nombres ¢ E=—ua-+va +wa’+ ...

w, v, w, ... désignant des nombres enliers quelcongues positifs ou
négatifs.

2. — Un module est fype s'il est constitué par tous les multiples 1
d'un méme nombre a : SR 1T
u élant un entier quelconque.

Tous les points v portés sur une droite constituent un réseau de
points équidistants et réciproguement un réseau de points équidis-
tants est un module type. On a alors la propriété suivante :

Pour gu'un module de nombres

t=una 4 va +wa’ 4 .. :

{1) Siun point, A, par exemple, appartient au réseau, on ne s'occupe que de B. —
Voir la figure 2 (8).
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soit type, il faut et il suffit qu'il n'y ait qu'un nombre fini de nombres :
inférieurs, en valeur absolue, & un nombre donné positif ¢
|81 <e

La condition s’exprime encore en disant qu'il n'y a qu'un nombre
fini de points du module dans un intervalle « 0z symetrique par
rapport a l'origine. Il est évident que cela est nécessaire.

- Pour établir que c’est suffisant montrons d'abord que, s'il n'y a
qu'un nombre fini de solutions 2

El<s;
il n'y a aussi qu'un nombre fini &
2l <L
C’est bien évident si " <7 =. C est encore vrai pour ¢ — 2:¢ car s'il
y avait un nombre fini de solutions a
="
et infini a |5 itz
il y en aurait une infinité a
&= 5 SR ou = o> i aE

Leurs différences avec I'une d'elles &8 =% — £, seraient en nombre
infini, inférieures en valeur absolue a <« et appartiendraient au
module, ce qui est contraire a 'hypothése.
La démonstration s'étend a 4¢, 8, ... 2nc, cest-a-dire a tout nom-
bre donné.

Soit un module tel qu'il o'y ait qu un nombre fini de solutions a

QisEig="le

Prenons < assez grand pour qu'il existe des solutions, et choisissons
la plus petite, soit w. Tout nombre f du module est multiple de o ;
sinon il serait enserré entre deux multiples de v :

uo<<:<<(w-t+1)w.

Mais le nombre

»

J — 5 = wm
appartiendrait au module et se trouverait étre 1nférleu1 i o, ce qui est
absurde.

— Dans un module type x®, on dit que w est la base; s'il est
engendré a partir de plusieurs nombres a, @', a'', ... on dit que ces
nombres constituent une base surabondante.

— Remarquons que nous avons donné au mot module le méme sens
que lorsquon dit a défini module 8, ou z défini module =. Module 8
ou module = est 'ensemble des multiples de 8 ou de =,

Exemples et applicalions de modules iypes

1. — P. G.C.D. — Considérons plusieurs nombres entiers
a,a’,a’... Le-module qu'ils définissent est l'ensemble des nombres
f—ua-+ va' ‘;wa" -+ (u, v, @ entiers quelconques)

i ’ ] - JiEes L L Ot

Tous les nombres Z sont entiers. Il y en a don¢ un nombre fini infé-

rieurs en module 2 un nombrea: |3 | <<a.
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Donc le module est type et tous ces nombres sont donnés par la
formule :

i=wx.d (xentier quelconque)
d est un diviseur de a puisque a est un nombre £, c'est aussi un divi-
seurdea’, a”,.... Mais d est lui-méme un nombre %, cest dire qu'il
existe des entiers u,, »,.. w,,... tels que

d=uqa +|va' w4 ...

On en conclut que tout diviseur commun & a.a’,a", ... divise a,
puisque tout diviseur de plusieurs nombres divise une somme algé-
brique de multiples de ces nombres. Par suite :

1° d estle plus grand des diviseurs communs a a, a', 2", ...+

2¢ Il est divisible par tous les autres diviseurs communs ;

3° 1l peut étre construit par addition et soustraction & partir de
a, a', a",

Ce sont les propriétés fondamentales que 1'on trouve dans tous les
traités élémentaires d'arithmétique.

Voyons sur un exemple comment il est possible par ce procédé de
calculer le p. g.c. d. Soient a=—35, a'=13. Ils définissent le module :
E—=xls+9y.13.

A partir de O (fig. 2, b) portons les multiples de OA ou de 5. Il y en
a deux qui enserrent B: 10 et 15. Le plus proche est 15, sa différence
2 avec 13 est un nombre du module

2=3 X (5) —1 X (13).

Portons les multiples de 2. Ceux qui enserrent A sont 4 et 6 dont la
différence 1 avec 5 appartient au module (qui comprend ainsi tous les
nombres entiers). On a:
r=1X(5)—2(2)=1 X (5] —2[3 X(5) —1(13)]=2 X (13) =5 X (5).

On voit que ce procédé est identique a celui des divisions succes-
sives ou l'on prendrait les restes minima en valeur absolue.

2. — P.P.M.C.— Soient encore les nombres entiers a,a’, 4", ...
et tous les nombres entiers positifs ou négatifs divisibles a la fois par
a,a’,a’, ... cest-a-dire multiples communsdea,a’,a”, ... L'ensemble
de tous ces multiples est un module puisque la somme ou la différence
de deux d'entre eux en fait partie. Ce module renferme le produit
ai'a’...;ily aunnombre fini de solutions a

|| <aa"a ..
donc le module est type et ses nombres sont donnés par la formule
p=nm, n entier quelcongue
m estun multiple commun déterminé de a,a’, 4" ... puisqu'il appar-
tient au module, il divise tout autre multiple commun ; c'est le plus
petit de ces multiples. On peut déduire de la les relations entre le
pig.c.d. etlepl pimc:

3. — Fractions. — Ces démonstrations s'appliquent toujours si
a,a’,a’" sont des fractions en nombre fini, parce que, aveccette restric-
tion, les ¢léments des modules que I'on a considérés sont des fractions
dont, le dénominateur est limité supérieurement.
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Exemples el applications de modules non types

1. — Envisageons maintenant un module non fype constitué avec

deux nombres incommensurables a, a' ; formons
t—=ua-t+va'.
Quel que soit = positif, il y a un nombre w .du module tel que
| o | <.

Si A est un nombre quelconque comme no appartient au module, on

peut choisir # de facon que
|A—nm|<: | o | <e

c'est-a-dire qu'il y a des points du module aussi voisins qu'on veut de
tout nombre A. Les points du module forment un ensemble pariout
dense sur la droite.

2. — Soita=—u irrationnel eta’ =—r définissant le module :
Et=—nux—v i, v entiers quelconques ;
on peut trouver u et v tels que
x » E
| ux— v | <e ou =
1 | | u |

- 3 Y % 5 M
c'est-a-dire qu'on peul trouver une infinité de fractions — s'approchant
u

: 5 : : S
d'un nombre irrationnel donné de moins de T_| z
u
Clest un cas particulier d'une propriété trouvée primitivement dans
la théorie des fractions continues et que Lejeune-DiricuLer a établie

par un raisonnement direct en montrant en méme temps qu'on peut
: 1
approcher de « de moins de — .
u-

3. — Considérons « comme l'abscisse curviligne d'un point sur une

circonférence dont la longueur est prise pour unité. Les nombres
U — v

sont alors les abscisses des
sommets de la ligne brisée
réguliére d'angle au centre «.

Si on porte

a, 20, 3a, 4%,

on obtient des arcs dont la
2 plus petite mesure positive

']y est (ux—u) v étant la partie
\ / entiére par défaut de uz.
S | 2 Si « est irrationnel, la
ABES a )
af’,‘*'*i'ai% ligne brisée ne se ferme pas.
"'.\‘ Quel que soit = on peut trou-
?"-- “g Ilya i
Yy a, par suite, un sommet
Y du polygone aussi proche

ver 1 et v tels que
quon veut de l'origine. Comme w, 20, 3, ... correspondent a4 des

ow=|uzr—uv | <e.



sommets distants entre eux d’au plus &, il v a des sommets aussi
rapprochés qu'on le veut les uns des autres. Ils forment un ensemble
partout dense sur le cercle.

4. — Soit [ (x) une fonctiondela variable réelle x,définie et continue
pour toute valeur de x, admettant pour périodes a et b, c'est-a-dire

telle que
[ xda)=f(x). [lx4+bd)=/f(x).
en général

[ letuat-v6) = f(x), u et v entiers quelconques,
Les périodes appartiennent donc 4 un module qui, nécessairement,
est type : sinon, étant donné x quelconque, on pourrait trouver un
nombre 2 du module tel que

lx—a] <4
et | filx) — f (%) | <¢ ¢donné.
Mais « étant une période
: : f(2)=[(o)
donc l'on aurait
| [(x)=f(o) | <=

quel que soit = et f(x) serait constant
St une fonction continue d'une variable réelle admel deux périodes,
le rapport de ces périodes est un nombre rationnel,

Il. Modules de points (dans un plap)

1. — Considérons dans un plan un point O pris pour origine. Nous
appellerons somme de deux points A et B le point C extrémité de la
diagonale du parallélogramme construit sur OA et OB et nous écrirons

C=A-1B.
En réalité, c'est une abréviation de 'égalité vectorielle :
i —_— o
OC = OX + OB,

L'origine O joue un role essentiel dans la définition de méme que
dans la représentation des nombres par des points d'une droite.

Oa voit immédiatement ce quil faut entendre par la différence D
des points B et A,

—B — A ;
c'est le point D défini par I'égalité vectorielle
OD —OB — OA.

En prenant deux axes quelconques Ox, Oy issus de O, aux points
A, B,C, D, ... onfait correspondre des couples de nombres (abscisse
et ordonnée)

A our A E our B
7 A RS S S e

A la somme ou la différence de deux points correspond la somme
ou la différence des nombres correspondants :

Xo=— 1, + x Xp = Xp — X

C A B D B A

) D=B —A.

C='A B
¥c =2a I8 15 ID =B —Ja



L’arithmétique des points comme nous venonsde la définir est donc
identique & l'arithmétique des systémes de 2z nombres.

L’utilisation de la géométrie de l'espace conduit a l'arithmétique
des systemes de 3 nombres. L’arithmétique des espaces a # dimen-
sions conduit a I'arithmétique des systémes de n nombres.

Les notions de somme et différence de points étant précisées, nous
allons appliquer aux points les raisonnements faits plus haut pour les
nombres. : :

2. — Nous dirons qu'un ensemble de points forme un module s’il
contient la somme ou la différence de deux quelcongues d’entre eux.

Si un module renferme les points A, A", A", . . il renferme tous les
points

M=uA+vA" +wA" 4+ ... (u,»,®,... entiers)
dont les coordonnées par rapport a deux axes quelcongues sont
x* = ua +2a +wa’ -+ .
y=—ub 40+ wb” ...

Sur la figure est esquissé un exemple de module construit & partir
de 3 points A(3,3), A'(4.1), A7 (6,0). On n'en a représenté guun
petit nombre de points, obtenus en donnant aux entiers u, v, w les
valeurs:” ol soaeE o

et

= ﬂi--"
=Ty ] S
A ,%i?ﬁﬁ‘é‘faﬁ"ﬂiﬁ

L I
G e

Si I'on part d'un seul point A, ses multiples #A constituent un
réseau de points équidistants sur une droite.

Si on prend deux points A et A’ on obtient les sommets d'un réseau
de parallélogrammes répartis sur tout le plan.

Les figures en donnent deux exemples.

2 2 §
. FET . e .
¥ \‘.,.éc s A i ]
. * . - ] . - ] S | e = g | =l Tosal|
| . e S kit b P e e R Ry
e s e . ! = e L N ke ' Jaz ' o % e
I e T LT e P R o ol N N L RS 2o
{ 2 a1 [ s  Hiptp
. L Gt . . . . M 1= ¥ iy e T )
! s 1 i KA e g e G e .
. ' * . . . . i '1 Ay AT et
PR | S B | A s 5 St ST L R
i L o N A Py e i
ot e -~ LS - | et
i [ W SRS S SRS
- 4 . - - - - . ""‘-- | “J-“\ ) oy : ’?" .
! T 6 e el SR S AT ) 8]
o 2x - y

Module type: 5 z 2y Module type : le quinconce
3. — Nous dirons qu'un module est type s'il est constitué par les
sommets d'un réseau de parallélogrammes, c'est-a-dire s'il peut étre

engendré uniquement a partir de deux de ses points.
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Tous ses points sont donnés par la formule
M = uB + »B’ {1, », entiers quelconques)

B et B’ étant convenablement choisis.

Théoréme. — La condilion nécessaire et suffisante pour qu'un module
de points

M=uA 4+ vA"+ wA" 4+ ... (u.v, w, entiers quelconques)
soit type est qu'il n'y ait qu'un nombre fini de ses points M dont les
coordonnées x,y vérifient les inégalités,
1;{:‘?? ¢ étant donné.

La condition s'exprime ¢également en disant quiln’y a gu'un nom-
" bre fini de points M dans un carré de centre O, de cOtés égaux a 2:,
paralltles aux axes. Il est évident qu’elle est nécessaire.

Montrons que si les deux relations de condition ont un nombre fini

de solutions, elles ont aussi un

e g N AR " nombre fini de solutions pour une
. . ’ + nouvelle valeur <' de:. Clest évident
< e . | . pour ¢ < Considérons ¢ = 2z;
S +—-———-~ ! s'il y avait une infinité de solutions
X - . aux inégalités
: . = fex it |3 ]| << 2z
: SRS il ¥ en aurait une infinité dans au
. : > : moins un des 16 carrés partiels de
g : T et E
: 5 . Mais si Mg (xu, ¥0) est un point
i SR o - déterminé et M (x,3) un point
{552 = R T ° Qquelconque du module contenu

dans ce carré partiel on a

|2 —ap | K
[y — 3 | L=

Les points M — M, sont des points du module; ils se trouvent dans
le carré primitif de coté 2:, et y seraient en nombre infini, ce qui est
contraire a I'hypothese.

Le raisonnement s'étend 2 4z, 8¢, 2me, clest-a-dire a tout le plan.

Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Soient A,
et A’y deux points du réseau et

Foy 2TES
I = ., choisissons ¢ assez grand pour que
* r&___i:_%f;;" 57 e le carré de coté 2: les contienne.
=k Dans ce carré il y a un nombre fini
R —— Fec e de points du module. Sur QA pre-
E' o See nons le point A du module le plus
.| == A,.---=""  rapproché de O. (Ce peut étre A,
=GR e lui-méme). Sur la droite OA, tous
g, A . z les points dumodule sont multiples
L, de A : cest une conséquence des
e propriétés des modules de nombres.

' Formons ensuite la demi-bande
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de base OA, dont les bords sont les demi-droites paralléles et de méme
sens OA’\, Au. Dans cette bande, bords compris, prenons le point A',
dont la distance 4 OA comptée parallelement a OA', est minima. De
cette construction il résulte que :

Le parallélogramme OAA’A” construit sur OA et OA’ ne contient
aucun point du module a son intérieur, ni sur les colés.

Il n'y en a pas sur les cOtés paralleles OA” et AA”, sinon le point
A' aurait été mal choisi. Il n'ved a pas non plus sur A'A", sinon A
ne serait pas le point le plus rapproché de O sur OA.

Construisons le réseau de points

ul -+ vAl

Les sommets sont dans le module et il contient le module tout
entier, car si un point X' du modul2 n'appartenait pas au réseau, il
serait a lintérieur ou sur les c6tés d'un parallélogramme déduit du
premier OAAA’ par une translation, et un peint X du réseau serait
a l'intérieur ou sur les cotés de OAA"A’ ce qui n'est pas. Le module
type est donc construit & partir de A, A’

La premiere partie de la démonstration montre que dans la condi-
tion on peut remplacer le carré par un contour convexe de centre O
entourant l'origine. On peut en effef construire un carré dans ce
contour. On dit que les points A et A’ forment une base du module.

On indique parfois cette base en mettant en ¢vidence les coordon-
nées a, b et a', b' des deux points de la base comme suit
a b
a' b

[.a démonstration précédente montre que : la condilion nécessaire el
suffisante pour que deux points du module forment une base est que le
parallélogramme correspondant ne contienne aucun ponl a son inlérieur
ni sur ses colés.

Il peut d'ailleurs y avoir plusieurs bases comme le montre la figure

et ces bases sont ¢évidemment liges

s ’ . entre elles.
A > : 3 Si deux bases sont définies respec-
= * tivement par
: R ab z B
b g
e les points (x, B), (« ') appartiennent
au module et ona: :
Sl v ; @ — ua + va, é ¥ —=uwa-t+wva
s ; (B=ub+ v (B'=ub-+4 D]
w, v, ', v enliers
3 s X ce gui s'écrit symboliquement
X =3ely Ntz X2 £ 'P'. — l o i b.
|[ d ||1 ats !HI PRt %' u v a b
Yoty [Yegrefy  |Y= Sedy Réciproquement il doit étre pos-

sible de déduire (a,b) (a', b') de la
deuxieme base, c'est-a-dire de résoudre les deux équations ena, a et



les deux équations en b, b’ et d'obtenir des combinaisons a coefficients
entiers. Il faut done d’abord que

wy — vu =o.
En outre les coefficients U, V, U, V' des relations
a=Uz-} V& a =VYVa-| Vi
(£=UB |- Vg b'=V'8 -+ Vg
doivent étre eatiers. 1l en est de méme de la combinaison :
Uy — VU —l. =
uy — o
Comme le dénominateur est entier, il est nécessairement égala == 1
1wy — e = = 1.

Les formules de résolution montrent que cette condition est suffi-
sante. On dit que u v
i v
définit-une substitution unimodulaire si u»’ — v’ — = 1. Cette défi-
nition acquise, on a la propriété :

Toute base se déduit d'une base donnde par une subsiifulion unimo-
dulaire.

De cette propriété il résulte que le déterminant d'une base a tou-
jours la méme valeur absolue ou encore que les parallélogrammes de
toutes les bases ont méme surface.

Applications des modules de points

l. — Considérons un module a points entiers, c'est-a-dire dont les
coordonnées sont enti¢res. Il est extrait d'un premier quadrillage et
n'a évidemment qu'un nombre fini de points 4 l'intérieur d'un carré
de centre O ; donc il est type. Les points ont pour coordonnées

x — ua -+ va' ; e
Gl u, v, entiers quelcongues.

[l renferme des points sur Ox et sur Oy. Cherchons une base ¢n
reprenant le raisonnement général, mais en partant de Ox et Oy.
Choisissons comme premier point de base, A, celui qui est le plus
rapproché de O sur la partie positive de Ox. Les coordonnées sont

“ (%, 0) % >0,

Parmi les points d’abscisse comprise entre o, zil y enaun A’ dont

'ordonnée positive est la plus petite, de coordonnées
(s B) oL@ < w g = 0.
Toute base du module peut étre ramence a la base AAY clest-a-
dire qu'a tout systéme de quatre nombres entiers
(a b)
(a' b,
on peut faire correspondre un systéme et un seul de quatre nombres
entiers ) =R s e s
o B!
déduit du précédent par une substitution unimodulaire.
Clest Hernite qui a donné un énoncé précis de cette propriété déja
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e O . ancienne et en a montre I'impor-
] tance et l'extension a des tableaux
. . carrés de n nombres.
La base obtenue s’appelle la base
. . rédutte d'HERMITE,
1= 2 En explicitant cette propnété on
noo. . retrouverait les propriétés dup.g.
= X ¢.d.etle théoreme de Bezour.
sy . A i Remarque. — Un module M' in-
clus dans un module M est appelé
sous-module de M. Un module de points entiers est sous module du
module type constitué par tous les points d'un quadrillage, cest
pourquoi il est type lui-méme.

2. — Soit @ résoudre en nombres entiers I'équation
Ax+ By +Cz=o0 A, B, C entiers.

Les solutions sont des points entiers de l'espace a trois dimensions
situés dans un méme plan P passant par l'origine. Ces points consti-
tuent un module parce que la somme de deux points

Xt + Xa N +‘_}'.~: 21 +52
est encore une solution. Ce module plan est type. Donc ses points se
déduisent de deux d'entre eux par addition et soustraction

'\ X —=d=—a
¥ =ub - 1b’
? 3= uc -+ vc.

Pour trouver a, b, ¢, @' b’ ¢’ on pourrait faire I'extension de la base
d'Hermite 4 l'espace a 3 dimensions.

3. — Considérons trois pomts
Ay (a, by), Asfas, b2), A (as, bs)
Les points uA + vAs -+ wA,
forment un module, S'il est type on a
S A[ == H]B —I’— 'f.‘lc
As = u.B | ‘UaC
An—tia B -]’-'D
Si Ay, A., A; nesont pas en ligne droite avec l'origine, uy, @) ne
sont pas simultanément proportionnels a us. ©s €t us, v3; les mineurs
Uy = sy — tlavs. Us—ag1y — uyus Uy = 10 — 120y
ne sont pas tous nuls et on'a
[LA| —I— U; Ag -*I'- (‘1‘5L3 —H)
cest-a-dire qu’il y a une méme relation linéaire et homogéne a coeffi-
cients entiers entre les abscisses et les coordonnées des points
Uy ay + Usas + [:.sﬂd =0
U, by —|~Ulb_—l—Ub~;:—n
Inversement quand cette relation a lieu, les points Ay, Ay, Ay appar-
tiennent au module type deﬁni par

I
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