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Sur une Théorie des Directrices

~Plusieurs procédés d'exposition d'une théorie des divectrices ont
paru, soit dans les ouvrages, soit dans les revues. En voici un que je
crois nouveau et qui montre notamment aux ¢léves les ressources que
leur procure l'inversion. Je m'appuierai sur les deux propriétés sui-
vantes, d'ailleurs classiques. et d'ou l'on peut déduire de nombreux
exercices.

l. Etant donnée une conigue dont I un des foyers est Y et (C) le cer-
cle principal, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un point M
appartienne a la conique est que ie cercle (M} de diamétre M soit
tangent au cercle (C).

I[. Etant donné un cercle et deux points A et B, le rapport des dis-
tances de .\ et B au centre du cercle est égal au rapport -l-;i— des
distances de chacun de ces points a la polaire de l'autre.

Théoréme. — A chaque foyer F d’une conique, on peut associer une
droite (D) appelée directrice, polaire de F par rapport a (C). et telle

N
.que le rapport ViP des distances de tout point M de la conique au

foyer F et & la droite (D) soit eégal a E.
£l

Soit M un point de la conigque. Faisons une inversion de centre IY
et de puissance postlzve +*. Appelons (T) le cercle d'inversion. D'apris
le 1°r lemme. le cercle (M) de diamétre MF est tangent 4 (C). La droite
(M) inverse de (M) et qui n'est autre que la polaire de M par rapport
a (T) devicnt tangente au cercle (C') de centre I, de rayon a’, cercle
inverse de (C). Conlormément & la propriété relative 4 linverse du
centre d'un cercle, la polaire (D} de I par rapport & (1) n'est autre
que la polaire de F par rapport a (C). Le deuxieme lemme appliqué

: = ] 418
aux points M. [ et pour le cercle (T) donne W T Mais F centre
d'inversion de (C) et (C') est ¢galement centre d’ homothétie et I'on a :
e ) SRR Aot ME= e
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Remarque. — La directrice (D) polaire de F par rapport 4 (C) est
[‘homothétique par rapport au pole F et dans le rapport 2 de l'axe
radical du cercle point I et du cercle (C). Cela revient a dire. puisque
'homothétie transforme un axe radical gn axe radical, que la directrice
(D) est I'axe radical du cercle point E et du cercle directeur relatif &
I'autre fover.

Réciproque. — Le lieu des points M tels que le rapport des distan-
ces de chacun d'eux & un point fixe F et a une droite fixe (D) soit égal



a upeconstante/e est une ellipse ou une hvperbole suivant gue e est
inférieur ou supérieur & 1.

Faisons la méme inversion que dans le théoréme direct. Appelons
I le pole de (D) par rapport a (T) et x la distance de I 4 la droite (M’).
inverse du cercle (M) de diamétre ML, droite qui n'est autre que
la polaire de M par rapport a (1). Le deuxiéme Jlemme donne
%l}% %- En tenant compte de I'hypothése I:%; =e;ail 1‘(35!.11.1!:
que v est constant, cest-a-dire que (M') enveloppe un cercle (C'} de
centre |, ou encore que (M) enveloppe un cercle (C) de centre O et de
ravon a. Comme F est centre d’homothétie de (C) et (C). on a:
{:]‘j- %}E‘ , d'ou El][— — e. On en conclut que le lieu de M ést une
ellipsesi e<C 1. et une hyperbele si e > 1. Diailleurs, la droite

.(D) polaire de I par rapport a (T) est bien polaire de F par rapport
a {C).

Remargues. — 1. Du théoréme direct. il résulte encore que la polaire
réciprogue d'une conique par rapport a un cercle directeur {T) de cen-
tre F' est un cercle (C7) dont le centre [ est le polerde la 'directrice (D)
relative a F par rapport a (T}, De la réciproque, légérement remaniée.
et une fois acquis les résultats de cette réciprogue. on déduit que la
polaire réciproque d'un cercle (C’) par rapport & un cercle directeur
(T) de centre F est une conique dont I'un des fovers est F et ia direc-
trice’ relative la polaire du centre I de (C') par rapport a (T). On
a d'ailleurs ainsi une des'démonstrations classiqués connues,

II. Le procéde de transformation utilisé peut encore servir a. établir
d'autres propriétés relatives aux coniques. Raisonnons par exemple
sur l'ellipse. Soit MM, une corde focale relative au foyer I, Faisons
une inversion de centre F. mais cette fois-ci de puissance — b2 Les
droites paralleles (M), (M";) inverses des cercles (M) et (M,) sont tan-
gentes & (C). Si m etm, sont les inverses des points M. M, on- a

Fani+ Fmy — 2a,  d'on 'on déduit [—'Tl +F“%ﬂ 5+ 0 parametre
de l'ellipse. Le lieu du milieu de mm; est 1é cercle (U) de diamétre OF,
d'ou il résulte que l'inverse de l'ellipse par rapport au pole F est un
limagon de Pascar, Ee cercle de diameétre MM, a pour inverse lecercle
de diamétre mm,. Or. ce dernier cercle enveloppe manifestement deux
cercles concentriques au cercle (U). Par suite le cercle de diametre
MM, enveloppe deux cercles inverses des précédents et dont il serait
aisé de préciser la position en prenant comme cordes focales le grand
axe et la parallele au petit axe. Si maintenant les demi-droites FM.
FM; font entre elles'un ‘angle algébrique constant différent de =, le
point de rencontre p des droites (M’) et (M')) décrit un cercle (V)
concentrique a (C). Or p nlest autre que l'inverse de P. pied de la
perpendiculaive abaissée de F sur MM,. P décrit le cercle (V) inverse
de (V') etce cercle (V) sera le cercle principal de la conique dont l'un
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