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Rapport sur la Composition de NMathématiques
(Classe de Mathéematiques)
au Concours genéral des Lycées et Colléeges en 1922

La GEOMETRIE AU CONCOURS GENERAL

Il n'était pas rare, pendant les dernitres années qui ont précédé la
guerre, d'entendre constater I'affaiblissement desétudes géométrigues,
dans l'enseignement secondaire,

La réforme de 1goz, attribuant a l'algébre une part d'une impor-
tance toute nouvelle, avait formé¢ des éléeves capables d'appliquer les
méthodes de calcul avec une ‘sireté que leurs dt,\cmmetc ne connais-

saient pas au méme degré.

[La géométrie elémpni"me figurait encore aux programmes en bonne
place. En particulier, dans la classe terminale de Mathématiques, ou
devait s'opérer une sorte de svnthése des résultats acquis antérieure-
ment, on avait espéré que le’ maniement des méthodes générales
viendrait projeter la lumiére sur un cértain nombre d’idées maitresses,
au grand bénéfice de la culture.

Les résultats obtenus aux examens n'ont pas confirmé cet espoir.
LLes candidats redoutent le probleme de géométrie et, trop souvent,
au cours des dix derniéres années notamment, l'emploi de ce mode de
jugement a causé de grosses déceptions aux }un s de concours impor-
tants.

[l en futde méme pour 'épreuve de géométrie, proposée au Concours
général de 1922 (1). Une analyse détaillée des diflicultés rencontrées
par les concurrents pourra intéresser les maitres qui ont la charge de
cct enseignement.

Dans une premiére partie, on demandait d'indiquer des propriéiés
caractérisliques d'un couple de cercles Cy, C'y, qu'une inversion quelcon-
que [ail corvespondre a un cercle C et a son axe C' ; il fallail dive en
oulre si les cercles Cy et Gy déduits de Cy el Gy, par une seconde inver-
sion également arbiiraire, possédent ces mémes propriéiés.

Ce texte rédigé a dessein ne laissait rien préjuger de la réponse et
falbdlt une iar(re place a I'initiative des candidats : aucune personnalité

s'est |é-.rc.k.c,

Les plans de C, et C'; sont rectangulaires. la droite commune a ces
plans passe par les centres des cercles, cette droite est partagée
harmoniquement par les cercles.

Ces trois propri¢tés ont été démontrées par un trés petit nombre
qui ont suivi, dans les moindres détails, I'application d'une inversion
aux 'données C et C'. Personne n'en a établi en foute rigneurla

(1) Noir I'énoncé Bulfetin n® 26, page 128.
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réciprocité, c'est-a-dire n'a montré  qulellés fussent vraiment caracté-
ristigues. On peut méme se dem ander si ce dernier mot a été compris.
Personne ne parait s'étre préoccupé des propriétés qui distinguent les
données Cet C', et les séparent de I'ensemble constitué par un cerele
et une droite quelconques Un tel manque de curiosité, au d¢part, fait
prévoir toutes les diflicultés rencontrées dans la suite : comment carac-
tériser les résultats si I'étude des données n'est d'abord poussée 2
fond ?

My ala ua défaut de logique sur lequel on ne saurait trop insister
et qui s'explique malheureusement par la forme iraditionnelle d'un
enseignement ol la part faite 4 I'étude des bases est insullisante et ou.
I'on se préoccupe surtout de conduire I'éléve 4 un but soigneusement
indiqué. L'ensemble des cercles C,. €'\, n'étant pas vraiment qualifié,
il va de soi que la gquestion relative & l’,v C's n'a pu étre traitée et les
réponses correspondantes se sont génér alement bornées i des affirma-
tions ou des négations que rien n’'étaie.

On a eu lintuition, dans quelques copies, que la conservation des
angles, par l'inversion. pouvait ]oucz un mle dans I'étude proposée.
Mais rien de bién coordonné n'a été fait avec ce moyen et trop de

‘concurrents ont parlé, 4 ce propos, de l'orthogonalité dé lignes ou
de surfaces qui n'ont pas de point commun !

Que dire de ceux qui, dans une pareille question, voient encore
dans un cercle une portion de plan et non unesimple ligne > On devine
les étranges conséquences auxquelles conduit inversion d'un cercle
ainsi congu. dans l'espace surtout” La précision du langage est utile
et on n'en saurait trop recommander le culte ; mais si la distinction
entre circonférence et cercle peut étre utile au début, elle n'a guére
que des inconvénients lorsquion s'éleve dans I'étide de la géométrie
et il serait ficheux — méme en mathématiqucs‘ — de ne pas utiliser
le sens général d'une phrase pour saisir la signification précise d'un
mot qui v figure.

L'étude d'un quadrilatére gauche Q, dont les sommets opposes sont
situés respectivement sur C, et C',, faisait I'objet d'une seconde partie.
On demandait d'établir la velalion qui existe enlrve les longueurs de ses
cdlés, puis de votr si un quadrilalére dont les colés vérifient cetie relalion.
peut élre inscrit, comme Q, dans deux cercles Cy, C'y, de l'espéce mdrqueu

On pouvait arriver 4 la relation en partant du quadrilatére dont les
sommets situés sur C et C correspondent & ceux de Q dans l'inver-
sion cffectuée. C'est la voie généralement suivie par ceux — ils cbnt
assez nombreux — qui ont trouvé la relation demandée. Personne n'a
vu que ce procédé permet de conclure a la conservation de propriétés
plus générales, relatives aux distances mutuelles de guatre p0|nt°~
quclcenques soumis 4 une inversion arbitraire. La proposition réci-
proque n’a été étudiée a fond dans aucune copie.

Que dire aussi de céux qui ont attribué au quadrilatere Q la
propri¢té d'étre inscriptible, au risque de dire une absurdité ou une



banalité suivant que linscription est visée dans un cercle ou dans une
sphére. Quelques concurrents ont commis une erreur grave, au sujet
de la disposition des sommets de QQ, ‘et ont placé deux sommets
conséculifs sur C, ; le texte était pourtant trés clair. On est surpris de
trouver cette faute dans une copie qui présente de séricuses qualités
¢t dont 'anteur se {ut sans doute placé an premier rang si son alten-
tion n'avait ¢ un instant ¢n défaut,

Cette erreur a réagi sur la troisitme partie ou l'an proposait d'étu-
dier les quadrilatéres Q, en nombre infini, dont on donne deux
sommets 0pposés ainsi que la droite qui joint les deux autres. Le
déplacement des sommels variables et le liew du centre delasphére circons-
crile étaient particulidrement visés.

Quelgues-uns ont vu linfinité simple de quadrilatéres Q. mais
aucun n'a traduit sous une forme précise la liaison des sommets
mobiles. Tous ont échoué dans la recherche du lieu du centre de la
sphére circonscrite. La donnée de la droite qui joint les sommets varia-
bles a provoqué une confusion regrettable : certains ont vu la une
longueur, au lieu de la ligne indéfinie qui porte les deux points. On
nesaurait trop attiver l'attention des maitres sur des erreurs de ce
genre, car elles sont la conséquence de négligences lrop souvent
tolérées chez les éleves, dans les débuts de la géométrie élémentaire.

LLa plupart de ceux qui ont trouvé la relation demandée dans la
scconde partie et méme un de ceux qui ont commis la confusion
signalée & ce propos ont pu ébaucher la quatriéme qui s'énongait ainsi ;
Deux points A et B étant fixés sur C;. et un point M se déplacant sur
(G que ;»euf;m: dire des su rfaces, leux géwnéh':‘qrw.\' des bisseclrices des
droiles MA, MB ? Comment se coupent ces surfaces ?

L'invariabilité des points de rencontre s. s', des bissectrices et de la
droite AB a ¢t¢ vue et les deux cones engendrés par ces bissectrices
ont ¢té ‘qualifiés. Personne n'a vu ce qulest leur intersection, en
dehors du cercle C'y qui leur sert de base.

Il est vrai que l'intersection de deux cones & base circulaire n’est pas
au programme de la classe de Mathématiques ; mais il est bien facile
de voir que le plan de €, est un plan de syméirie commun aux deux
cones. ce qui conduit vite a la solution.

Quelgues concurrents ont remarqué que les génératrices associées
sM et s’M sont rectangulaires, mais aucun n’a songé 4 retrouver ainsi
que s et s’ sontdeux points diamétralement opposés sur certainesphére
passant par C';. Que penser de ceux quiont conclu de l'orthogonalité
des génératrices a celle des surfaces :

Le fait quune inversion quelconque fait correspondre aux deux
cercles C, et C';, dont les plans sont rectangulaires, deux nouveaux
cercles C. et C'. dont les plans sont également rectangulaires, a été
manifestement lorigine de la cinquitme question, savoir : [si-if
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possible de lrouver deux cercles el 1V lels gu'une inversion arbilvaire
lewr [asse correspondre des cercles dont les plans se coupent sous un
angle constant ? Ceus qui avaient pressenti 'identité des deux ensem-
bles de cercles C), C'; et C., C'y ont rapproché cette question de la
premitre. mais aucun n'est arrvivé au résultat.

Quelques tentatives intéressantes ont pourtant été faites et I'un des
concurrents ayant cherché a définir 'angle des plans des deux cercles
I'y, 1) inverses de et I'" par rapport & un point quelconque O, a bien
vu que c'est l'angle des deux sphéres (I'. O) et (I, O') : malheureu-
sement. il n’a pas suivi cette idée.

Chez la plupart. l'ignorance compléte du résultat a laissé libre cours
a l'imagination et des tentatives de généralisation ont été aventurées,
qui ne s’appuyaient sur aucune base :.on en devine les facheuses
conseéquences. :

En résumé, si l'on constate, dans un assez grand nombre de copies,
des connaissances suffisantes. on rencontre rarement une méthode
stre, dont la pratique conduit de prémisses soigneusement analysées
a des conclusions incontestables, On y trouve moins encore la vigueur
et la pénétration que devrait donner aux esprits le commerce de la
géométrie.

[l semble que I'abus de démonstrations dont le but accapare l'atten-
tion de celui qui s'y livre, remplace une curiosité intelligente par une
tendance a deviner plutdt qu'a trouver. On sent gque beaucoup de
temps est perdu 4 verifier 'exactitude de conséquences aventurées.
Au lieu d'observer sans parti pris et de conclure, on commencerait
par imaginer, quitte 4 démontrer. [l y aurait donc un défaut trés net
dans la formation des esprits. ' £

Le sujet proposé a l'activité des concurrents st pourtantde ceux
qui se laissent traiter 4 1'aide de gquelques éléments fondamentaux,

Tous ceux qui ont étudié quelque peu linversion savent que ¢ est
une transformation ponctuelle, véciprogue, qui fait généralement
correspondre une sphére 4 une sphére — par suite un cercle a4 un
cercle — et qui conserve les angles sous lesguels se coupent des cour-
bes et des surfaces. Les cas limites o les sphires sont remplacées par
des plans et les cercles par des droites sont également connus de tous.

Il est bien facile d'esquisser une solation en partant de la.

Un cercle Cet'son axe C' sont tels que tout plan mené par C el
toute sphere passan! par C sont orthogonaux.

Réciproquement. si les plans menés par une droite C' et les sphéres
passant par un cercle C sont orthogonaux, C' est 'axe de C. Il sufhit
d'aillenrs que deux plans menés par C' et deux spheres passant par C
soient orthogonaux. Les propriéiés caractéristiques de C et de €' sont
alors dégagées. :

Une inversion quelconque fait correspondre 2 C et € deux cercles
Cy et (') tels que toutes les spheres passant par l'un et toutes les sphé-
res passant par 'autre sont respectivement orthogonales.
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Dailleurs, si deux sphéres passant par un cercle Cy el deux sphtres
passant par un cercle C') sontorthogonales, une inversion dontle pole
est pris sur €' fait correspondre 4 Cyet €'y un cercle C et son axe C'.
L'orthogonalité en question est donc caractéristique de C, ét G,

En particulier. il suffit que le plan P de C, et la sphére S dont C, est
un grand cercle, d'une part. le plan P’ de C; et la spere S’ dont C'; est
un grand cercle, d'autre part, soient orthogonaux.

Il en résulte que P et P’ sontrectangulaires, que P passe par le cen-
tre de €7y et P’ par le centre de C,, enfin que la droite commune a P et
a P est partagée harmoniquement par C; et C',.

Telle est la forme généralement obtenue des propriétés caractéristi-
gues. L'identité des deux ensembles de cercles (G, C) et (C., C1)
apparait alors.

On peut caractériser le couple Ci, C') d'une fagon plus réduite en-
core et qui prépare la suite du probleme.

Un cercle C et son axe C' sont caractérisés par ce fait quele cercleet
deux plans quelconques menés par la droite sont orthogonaux, ou que
la droite et deux sphéres quelconques passant par le cercle sont ortho-
gonaux. Par suite. déux cercles C, et €' sont tels que I'un d'eux et
deux spheres quelconques passant par l'autre sont orthogonaus.

Soit alors AA'BB un quadrilatére Q dont les sommets opposés A,
B sont sur C,, les deux autres étant sur G, Parmi les sphéres pas-
sant par C'y, il y en a une ¥' qui a son centre sur AB. Cette sphére
étant orthogonaled C,, le segment AB est partagé harmoniquement

t : MA X
par X', et un point quelconque M de cette sphere est tel que == —Cle,

MB
On en conclut la relation by B
AEBEEURIRS

Réciproguement. si cette relation est vérifiée, les points A et B’ se
trouveat sur une sphere ' qui a son centre sur AB et partage harmo-
niquement le segment AB. Cette sphére contient le cercle €'y, De méme,
le cercle C, est sur unesphére X qui passe par Aet B, quiason centre
sur A'B" et qui partage harmoniquement le segment A'B’. Ces deux
sphéres sont définies deés l'instant que le quadrilatéere est donné. Cou-
pons ¥ par un planP arbitraire, mené par AB, et ¥' par le plan P’ per-
pendiculaire 2 P, mené par A'B’. Nous oblenons ainsi deux cercles C,
et €', La sphere X et le cercle C; qui passe par A et B sont orthogo-
naux, en vertu des constatations précédentes. De méme, le cercle G,
et le plan P’ qui-passe par le centre de X et est perpendiculaire au plan
P sont orthogonaux : Cyet €', possédent donc les propriélés caracté-
ristigues.

ILes deux points A, B étant donnés, ainsi que la droite A'B’, lasphere
X' appartient a un faisceau lin€aire dont le plan radical est lc plan de
symétrie du segment AB. Soit w le point ou ce plan rencontre A'B. La
puissance de o par rapport a toutes les sphéres du faisceau étant la

i e

méme, on 4 : oA 0B —Cé—bA —=ob
Lie déplacement des points A” et B' en résulte.
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