Sur les progressions arithrng'tiques
a deux raisons

I. Le probléme consiste a étudier l'ensemble E des nombres de la
forme na + pb, @ et b désignant des nombres donnés, 5 et p des entiers
variables, positifs nuls ou négatifs.

Il est a peine hesoin de rappeler que la question est classique, que
M. Goursat, dans son Cours d'Analyse la traite dans le domaine com-
plexe a propos des périodes des fonctions et que TANNERY s'en est
occupé dans la seconde édition de I'Tniroduction a la théorie des fonc-
tions. Llexpression de progression arithmétique a deux raisons est tirée
d'un article de M. Lepesgue (Bulletin- de la Société Mathématique,
tome XXXV, 1907) que lauteur m'a signalé a l'occasion de ce travail
d'adaptation auquel il s'est intéressé, ; -

On le voit’ déja, la présente note a un but des plus modestes. Nous®
allons simplement introduire ces progressions en reprenant un raisonne-
ment tout a fait intuitif, celui de la recherche de la commune mesure,
puis, rassembler quelques unes des applications de cette notion qui se ren-
contrent i des degrés divers de notre enseignement.

[T. Supposons |a|>|b| et considérons les deux suites :
B2l Ak,
~b.—2b,-3b....

e = s a % ¥
Ou bien g est un terme de 'une de ¢es suites et z-) est entier, ou bien a

est compris entre deux termes consécutifs. Soit kb le terme le plus
voisin de ¢ (ou I'un des deux plus voising si a est équidistant de deux
termes) : posons ¢ = a—FRkb : ¢ est tel que [gf = -|{}~| . Montrons, ce qui
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est presque immeédiat, que 'ensemble E cest identique & lensemble E
formé des nombres #'b + plc, n* et p° désignant des entiers variables ;
tout nombre de la forme na + pb peut en effet se mettre sous la forme
#'b 4 p'c comme on le voit en v remplagant a par kb ¢, et inverse-
ment, tout nombre de la forme #'b + p'c se met sous la forme na + pb
comme on le voit en y remplacant ¢ par ¢ — kb. Recommencons 'opéra-
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tion avec b et ¢ ; 01.‘[_])1811 — est entier ou bien nous aurons un reste d
c

le

tel que |dl = —|-et nous verrons encore que l'ensemble E’ (et 'par suite
2

I'ensemble E) est identique a l'ensemble E” formé des nombres de la
forme n”c + p"d, n” et p” désignant des entiers variables.

Poursuivons ces opérations, Deux cas peuvent se produire :

1° La suite des opérations est limitée. Clest dire qu'il existe. deux redtes

soit entier, ou que le reste suivant, h, est

L’

consécutifs f et g tels que =
=
o



.
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nul. Par suite, ont voit que l'ensemble E se réduit & la progression arith-
meétique ordinaire de terme général Ng, N désignant un entier variable.
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Ce cas est celui on ?J- est rationnel.

Il est bon de faire la remarque suivante : Le cas de Bratmnuel est

caractérisé par ce fait qu'il existe deux nombres de I'ensemble E égaux
bien qu'ile correspondent aux deux couples différents d'entiers o', p' et

”

; { naes b 3
n”, p. 11 résulte en effet de eette hypothése que T =~ et par suite,
- a

a . st a.., - 7 .
que 7 est rationnel. Réciproquement, g_et:mt rationnel et égal a la frac-
)
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tion irréductible 7 les couples d'entiers n”, p” qui donnent la méme
-
valeur au nombre de l'ensemble E que le couple ', p' s'obtiendront en
¢erivant les rapports égaux :

R R N -
. p—1p Cig ik
et en déduisant de 1a : w” =n"— Ak, p” =P + 3k k désignant un entier

quelconque. En particulier, les nombres de ]eusemble L qui sont nuls

correspondent aux couples dentiers — Ak, Wi

2" La suite des opérations est illimitée. Nous avons formé une suite
infinie de nombres a, b, ¢,... Deux consécutifs quelconques dentre eux
peuvent étre pris comme raisons pour définir Uensemble E. Il est essen-
tiel de remarquer qu'a partir du troisiéme, chacnn de ces nombres est
inférieur a la moitié du précédent. Cette suite a donc une limite nulle.
Disons encore, puisque ces nombres appartiennent a l'ensgymble, que nous
avons pu former une suite infinie de nombres de U'ensemble E tous diffé-
rents de zéro et tendant vess zéro. -

e : i . G :
La différence avec le premier .cas est en évidence. Ici, A est irra-

tionnel,

Montrons maintenant que, dans ce cas, il est possible de trouver des
nombres de I'ensemble aussi voisins que l'on yvoudra de tout nombre x
choisi arbitrairement, ce qui s'exprime d'un mot en disant que l'en-

{2 o 5 .
semble est partout demse lorsque 7 est irrationnel,

Reprenons la suite a, b ¢,.. des nombres de I'ensemble qui tend vers
z€ro sans contenir de nombres nuls. Soit j un terme quelconque de cette
suite. L'ensemble E contient la progression.. —2j,—j, 0, j. 2j..; ou
bien v est I'un des ternies de cette progression, ou bien x est compris
entre deux termes consécutifs, Dans les deux cas, il existe un nombre
de Pensemble de la forme & 4 7/, /" ne dépassant pas § en valeur absolue.
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Nous avons donc trouvé une suite infinie & +a, ¥ + b, ¥+ ..
ook =+ J'oe de nombres de I'ensemble qui admet pour limite un nombre »
arbitrairement choisi.

III. Faisons quelques remarques au sujet de cet exposé :
] e L 5 :
1° Dans le premier cas, celui 01[5 est rationnel, il suffit de supposer

a et b entiers, pour obtenir la résolution en nombres entiers de I'équation
du premier degré i deux incomnues a coefficients entiers oy, ce qui
revient au méme, la résolution de la congruence du premier degré a une
inconnue, . :

= G . a 5 . ”
2° Nous aurions pu, dans le cas 01.1-5 est irrationnel, présenter les

faits sous une forme plus générale de la fagon suivante qui utilise une
idée simple et importante : Soient i et j deux termes consécutifs auelean-
ques de la suite a, b, c,... Les nombres de l'ensemble E sont de la forme
Ni + Pj. N et P désignant des entiers variables. Cherehons les nombres de
Tensemble contenus dans un intervalle quelconque d'étendue j, soit x,
4+ j. Pour cela, fixons N et faisons varier P. Nous obtenons une progres-
sion arithmétique de raison j qui posséde, dans lI'intervalle considéré, un
seul terme & moins que les deux limites &+, x + j ne fassent partie de cette
progression: Donnons maintenant a N toutes les valeurs entiéres et nous
aurons formé la suite infinie des nombres de l'ensemble appartenant a
lintervalle x, -+ j. "

3" Clest, au fond, l'idée de progression arithmétique & deux raisons qui
intervient dans la démonstration classique du théoréme de LEJEUNE-
DIRICHLET quon trouvera dans les Lecons d'Arithmétique de TaNNERY
(Exercice 317 de la 1% édition). Je me borne a rappeler l'énoncé de ce
théoréme :

Soit ‘@ un némbre irrationnel donné et m un entier positif donné. 11
existe des entiers n et p dont le premier est inférieur ou égal & m, et tels

1 L

que lon ait jna— pl< — :
i

IV. Nos résultats contierment I'étude de la distribution des points
d'abscisses curvilignes na sur le cercle trigonométrique, # étant un entier
variable.

Ces points ont aussi pour abscisses curvilignes na + p.2=, p désignant
un: entier quelconque. Nous voilda ramenés a4 une progression arithmeti-
que a4 deux raisons. :

Lorsque — est rationnel, les points considérés sont en nombre fini.

Le probléme est celui de Vinscription des polygones réguliers ; il n'y a
pas lieu de s’y attarder.
Lorsque — est irrationnel, il suffit de traduire géométriquement un
2m

résultat que nous avons obtenu et de dire ; Nous savens extraire de 'en-
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semble des points d'abscisses na + p.2z une suite infinie de points admet-
tant pour position limite un point arbitrairement choisi sur le cercle.
Ces résultats peuvent étre présentés autrement en introduisant les suites
dont les termes généraux sont sinua, cosna, tgua.
N'insistons pas sur le cas on 21 est rationnel sauf pour dire que la
T
premiére et la derniére de ces suites n'admettent alors de limites que si
@ est multiple de = et leurs termes sont tous nuls. La seconde n'en admet
que si @ est multiple de 27 et ses termes sont tous égaux i T.

a : : 5 :
Lorsque — est irrationnel, non seulement ces suites n'admettent pas
27

de limites mais, précisons-le avec la tangente, par exemple, on peut for-
mer une suite infinie tgm a, tgnsa,. extraite de la suite tga, tgaza,.
..tgna,.. admettant pour limite un nombre L arbitrairement choisi,
ou encore, admettant une limite infinie.

On trouvera, sur cette question, des articles de MM. LAroINTE, MICHEL,
MoxtEL, dans la Revue de I'Enseignenent des Sciences (107 et 11° années,

1916 et 1917).

V. Rappelons en quelques mots que les points d'abscisses curvilignes
en progression arithmétique se rencontrent lorsqu'on cherche les symétri-
ques du point d'abscisse curviligne x par rapport a deux diamétres du
cercle que nous fixerons-en disant qu'ils passent par les points d'abscis-
ses curvilignes 0 et a. On obtient ainsi les deux suites de symétriques :

LR e e T RS e S g
— ¥, — X — 20, — & — 44,

Les points de la premiére suite sont symétriques de tous les points de
Ja seconde par rapport aux axes ia, n désignant un entier quelconque.
D'ott la disposition de la rosace finie ou infinie d'axes de symétrie qui
se déduit de I'existence des deux premiers axes supposés concourants.

V1. M. LaroIiNtE a cherché les cas ofi sinna admet une limite, tout
simplement en utilisant les formules d'addition des lignes trigonométri-
ques, 3

Il est bon, en efiét, dés que la notion de limite est acquise. de parler
aux éléves de telles suites qui les intéressent et de leur faire ainsi tou-
cher du doigt certaines difficultés. aussitot que possible.

On peut, suivant une méthode analogue a celle de M. LaroINTE, uti-
liser les deux formules : J

sin (n+42)ea—sinna= 2 sin a.cos (n-+1)a. '
cos (n+2)a— cos nd = — 2 sina.sin (n+1)a.

Mettons a part le cas o sin a est nul. La premiére formule montre que,
sin #a admettant une limite, cos (n-+1)e ou, plus simplement cosna tend
vers zéro. La seconde montre que cosna admettant une limite, sin(#+41)a
ou, plus simplement sin na tend vers zéro. La contradiction est manifeste
puisque sin na et cosyug ne peuvent tendre simultanément vers zéro.
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