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Problémes plaisants et délectables
Pierre Legrand

Le lecteur qui veut seulement accéder a une liste de problemes récréatifs peut aller
tout droit aux paragraphes 4 et 5.

1. Introduction

Claude Gaspar Bachet, sieur [seigneur] de
Méziriac", ainsi qu’il se présente lui-méme, P R 0 B L E M E S
n’a guere laissé de trace dans [’histoire. PLAISANS ET
Lorsqu’il est mentionné, ¢’est le plus souvent |. DELECTABLES, QVI

s . . {c font par les nombres,
comme auteur d’une traduction commentée o .
de Diophante qui fut le livre de chevet de |7« gueic de divers Awbeur, partic imenies
Fermat. Mais c’est aussi lui qui a écrit le Por CLAYDE GASPAR BACHET, Siout
premier ouvrage de quelque ampleur consacré
aux récréations mathématiques.

Ses Problemes plaisans et délectables ont connu de son vivant deux éditions. La
premiere fut publiée a Paris en 1612, la seconde a Lyon en 1624. Mais d’abord
quelques mots sur Bachet lui-méme.

2. Le personnage

Il est né a Bourg-en-Bresse en 1582, d’une riche famille de magistrats lettrés assez
récemment anoblie. En dehors de quelques longs séjours a Paris et en Italie, il passa
sa vie dans sa province. Il mourut a Bourg en 1638.

Avant tout, ¢’était un humaniste érudit® : polyglotte, traducteur du grec, du latin et
de I’italien, auteur de poésies en frangais, en latin et en italien... et ’'un des tout
premiers membres de 1’Académie francaise, ou il ne mit jamais les pieds. En
mathématiques, ¢’était comme Pascal et Fermat un amateur, de niveau plus modeste
sans doute mais fort doué et dont la contribution, on le verra, n’est pas négligeable.

3. Le livre des « Problémes »

L’édition de 1612 est, pour I’essentiel, un recueil d’énigmes de salon, destinées a un
public curieux et cultivé, mais sans talent particulier pour les mathématiques.
Certaines d’entre elles® sont reprises de I’Anthologie grecque ou des Propositiones
ad acuendos juvenes d’Alcuin.

(*) p-m.legrand @sfr.fr

(1) Méziriac est un bourg qui s’appelle maintenant Mézériat, a mi-chemin entre Bourg-en-
Bresse et Macon.

(2) Pour plus de détails sur la vie et I’oeuvre de Bachet, voir [1] .

(3) Voir les articles « Vingt problémes antiques pour le collége » (B.V. n° 510) et « Enigmes
carolingiennes » (B.V. n° 512)
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Une bonne part des années qui suivirent fut consacrée par Bachet a traduire (non en
francais mais en latin, la langue scientifique de I’époque) les ceuvres de Diophante,
le plus grand arithméticien de I’ Antiquité grecque. Le livre n’est d’ailleurs pas une
simple traduction, mais aussi une réflexion approfondie a partir du texte ; les
commentaires de Bachet, faits au fur et a mesure des propositions de I’auteur grec,

tiennent méme dans 1’ouvrage plus de place que celles-ci.

Aussi ne doit-on pas s’étonner que la seconde édition des Problemes, celle de 1624,
porte ’empreinte de ce long travail. Le nombre de pages est passé de 172 a 247. On
y trouve quelques énoncés nouveaux, en général plus corsés que les précédents, mais
le gros des ajouts porte sur le contenu scientifique. Il ne s’agit plus simplement d’un
recueil de divertissements ingénieux pour gens du monde : il y a dans le livre de
véritables mathématiques et méme des résultats originaux.

C’est sur cette seule seconde édition que porte ce qui suit. L’ouvrage est de lecture
difficile, car si I’on peut y voir quelques schémas (parfois obscurs), on ne trouve

. o . . A C
strictement aucune formule. C’est ainsi qu’au lieu de « si AB = C, alors EB = ) »,

Bachet écrit tout du long™® « puisque B multipliant A fait C, le méme B multipliant
la moitié de A fera la moitié de C ». Deés que la situation se complique un peu, les
explications deviennent interminables. Il est cependant difficile de lui en vouloir, car
les rudiments de la notation algébrique ne sont apparus que peu a peu, tout au long
du XVIE€ siecle, et ¢’est Descartes, contemporain de Bachet, qui a été€ le premier a en
faire un usage étendu et systématique. Il a ensuite fallu pres de deux siecles pour
qu’elle devienne un instrument banalisé.

La structure du livre
L’ouvrage est divisé en trois parties :
* Pages I a 52 : propositions suivies de leur démonstration, numérotées de I a XXVI.

* Pages 53 a 198 : problemes numérotés de I a XXV, tres largement repris de la
premiere édition.

* Pages 199 a 247 : problemes numérotés de I a X, plus difficiles en général que les
précédents.

Tous les problemes sont accompagnés d’une solution détaillée.

Analyse de la premieére partie

Ces cinquante pages ne sont pas le premier traité mathématique écrit en francais (qui
semble étre le Triparty en la science des nombres de Nicolas Chuquet, écrit en 1484),
mais elles sont novatrices par leur souci de justifier méthodiquement les résultats
énoncés.

(4) Pour toutes les citations de Bachet, orthographe et ponctuation ont été modernisées sans
toucher au reste.
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Les propositions I a XIV peuvent faire sourire quiconque oublie que I’époque en
était a rebatir 1’arithmétique élémentaire. Ce serait un tort, comme le montre
I’exemple de la proposition III : « Si trois ou plusieurs nombres se multiplient entre
eux, leur produit entre eux sera toujours le méme, en quelle facon et par quel ordre
qu’on les multiplie(S) ». Cet énoncé, qui rassemble commutativité et associativité,
nous semble fort banal. Et pourtant Euclide (proposition 16 du livre 7) n’établit que
la commutativité d’un produit de deux termes et ne considere pas de produits de trois
termes ou plus, ce que Bachet ne se prive pas de faire observer. En trois pages d’un
raisonnement de proche en proche, il passe de deux facteurs a trois, puis a quatre,
puis a cinqg et termine ainsi : « Et si I’on propose six nombres, je me servirai de ce
qui aura été démontré en cing, et ainsi toujours, si I’on en propose davantage. Donc
le moyen est universel et applicable a toute multitude [au sens de : quantité] de
nombres®. » On voit donc, trente ans avant Pascal”), apparaitre une premiére
ébauche de récurrence explicite.

Les propositions XV a XXV traitent des nombres premiers entre eux. Elles sont
loin de se cantonner a des évidences, le clou étant la proposition XIX :

« Deux nombres premiers entre eux étant donnés, trouver par ordre tous les multiples
de chacun d’iceux surpassant de 'unité un multiple de I’autre ».

Il s’agit bel et bien de 1’égalité indiiment dite de Bézout. Bachet la démontre par
divisions successives (en fait par soustractions itérées), de facon fort longue mais
parfaitement correcte, un siecle et demi avant Bézout.

La XXVI€® et derniére proposition n’est autre que la justification de la preuve
par 9, « dont plusieurs se servent aux quatre premicres régles de I’arithmétique
pratique® ».

4. Les problemes de la seconde partie

A I’exception des problemes XX a XXIV, il s’agit toujours de deviner les entiers (ou
les objets) choisis par I’interlocuteur. Ce type de jeu n’est guere pratiqué de nos jours,
mais il a été tres en vogue aux XVIle et XVIlle siecles. On n’en trouvera ci-apres
qu’un petit nombre d’exemples (énoncés et solutions ont été simplifiés et explicités).

Probléme I

Dialogue entre le « devin » et son cobaye :

- Pense un nombre entier. Multiplie-le par 3. Divise le résultat par 2 (aprés avoir
ajouté 1 s’il est impair, mais il faut me le dire). Triple le nombre obtenu. Dis-moi
combien de fois 9 est contenu dans ce nouveau nombre.

- Je sais maintenant quel nombre tu avais choisi. C’est...

(5) Bachet signale que le résultat est déja chez Clavius (1538-1612), mais estime avoir fait plus
bref et plus clair.

(6) C’est moi qui souligne.

(7) Voir, dans le B.V. n°® 506 I’article « La récurrence au fil des siecles ».

(8) Autrement dit : pour vérifier les quatre opérations.
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Soit s le nombre pensé. Si s = 2n, on passe successivement a 6n, puis 3n, puis 9n et
enfin n. Si x = 2n + 1, on passe successivement a 6n + 3, puis 6n + 4, puis 3n + 2,
puis 9n + 6 et enfin n. Le devin n’a plus qu’a multiplier le résultat par 2 et ajouter 1
si besoin est.

Probléeme IV

- Pense un nombre. Multiplie-le par 2, puis ajoute 5, multiplie le tout par 5, ajoute
10, multiplie le tout par 10. Combien as-tu trouvé ?

- Alors tu avais choisi...

Soit x le nombre pensé par le cobaye ; on passe a 2x, puis 2x + 5, puis 10x + 25, puis
10x + 35, enfin y = 100x + 350. Le devin n’a plus qu’a retrancher 350 de y et a diviser
par 100.

Probleme VII
« Deviner plusieurs nombres que quelqu’un aura pensés ».

Les entiers en question doivent étre en nombre impair. Supposons qu’il y en ait cinq
et appelons-les x,, x,, x;, x,, x,. Le devin demande au cobaye de dire la valeur des
SOmmes §, = X, + X,, 5, = X, + X;, §; = X; + X, 5, = X, + X, €t 55 = x; + x,. Il ne lui reste
plus alors qu’a calculer de téte les sommes s, + s, + s, et s, + s, ; leur différence

est 2x,. Connaissant x , il aura x, = s, — x, et de proche en proche les autres nombres.
Probléeme XII

« Deviner plusieurs nombres pensés, pourvu que chacun d’iceux soit moindre que
10 ».

Donnons le processus suivi pour quatre nombres.

1) Le devin fait multiplier le premier par 2, ajouter 5 au produit, multiplier le résultat
par 5.

2) 1l fait ajouter 10 au total précédent, puis le second nombre.

3) 1l fait multiplier par 10 le nouveau total, puis ajouter le troisieme nombre.

4) 1l fait multiplier par 10 le troisieme total et ajouter le quatriéme nombre.

5) Il demande le résultat final.

La solution : Si x,y, z, t sont les nombres pensés, la premiere étape 10x + 25 donne
la deuxieme 10x + y + 35, la troisieme 100x + 10y + z + 350, la quatrieme
1000x + 100y + 10z + ¢ + 3500.

Il retranche mentalement 3500 de ce nombre ; les quatre chiffres de la différence
obtenue sont dans 1’ordre les quatre nombres.

Probléeme XXI

En neuf pages, Bachet donne une recette inédite pour la construction des carrés
magiques d’ordre impair. On trouvera dans [4], pages 88 a 113, outre le texte de
Bachet, la justification de sa méthode et une méthode pour les carrés d’ordre pair.
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Probleme XXII
Ce probléme est un exemple de jeu de stratégie a la fois simple et intéressant.

Un nombre N est fixé ; deux joueurs annoncent successivement un nombre au plus
égal a k (k < N). On fait au fur et a mesure la somme des annonces ; le gagnant est
celui qui atteint N le premier.

Bachet expose d’abord le cas ot k = 10 et "o o E':uwmm infalliblement, adioufte

N = 100, et montre que le premier joueur, A, | 1.aun qu'on ne peut pafler, qui eft icy
by - . . - 10. tu auras 11, & ofte continuellement 1 1. du-
s’il joue bien, gagne toujours. En effet, $’il | pombre deftiné roo. tu auras ces nombres. 89,

atteint un total de 89, son adversaire B | 7867 1‘-,4?- 34 23.12. 1. Partant fi tu com-
. . . mences a dire 1. quel nombre que ton aduerfai-
atteindra forcément un total compris entre | redie, il ne te poutra empefcher de paruenir &
. : £ 12, 8cdelidag, &cdeli, A 34, &dela, A 41.8%

90Aet 99 ; au coup SlllV.?lIlt Aa gagné. Pour' la delh A g6 & de s ,“;. e A tie
méme raison, si A atteint 78, son adversaire | li,i8g.& finalement de li, & roo. Dontil
ne pourra ’empécher d’atteindre 89 et donc | pertque files deux qui iofient 4 ce ieu fga~
, . . . . . . uent tous deux la finefla infalliblement celuy
d’avoir partie gagnée. On voit la ligne de jeu | qui commence emporte la victoire, Toutesfois
gagnante pour A : commencer par jouer 1, puis a partir du second coup, viser la suite
de totaux 12,23, 34,45, 56, 67,78, 89. Bachet montre ensuite sur des exemples que
sa tactique reste valable avec d’autres valeurs que 10 et 100. On vérifie aisément que,
dans le cas général, la suite des nombres N — i(k + 1), ot i décroit de [N / (k + 1)]a

1, est gagnante.

5. Les problémes de la troisieme partie

Les dix énoncés de la troisieme partie, dont on voit \ Vi 3
ci-contre le bel en-téte, méritent presque tous d’étre : T
mentionnés. S E N S V IV E NT

. QVELQVES 'AVTRES.
Probleme I PETITES SYBTILITEZ

DES NOMBRES,QV'oN

Bachet en donne deux énoncés. J'indique en premier . propolc ordinairment.
. . Ll
le plus pittoresque, que lui met en second :

LT

Enoncé 1 : « Une pauvre femme portant un panier d’ceufs pour vendre au marché
vient a étre heurtée par un certain qui fait tomber le panier et casser tous les ceufs,
qui pourtant désirant de satisfaire a la pauvre femme s’enquiert du nombre de ses
ceufs. Elle répond qu’elle ne le sait pas certainement, mais qu’elle est bien
souvenante qu’en les comptant deux a deux il en restait 1, et semblablement en les
comptant trois a trois, ou quatre a quatre, ou cing da cing, ou six a six, il en restait
toujours 1, mais en les comptant sept a sept il ne restait rien. On demande comme de
la on peut conjecturer le nombre des ceufs. »

Enoncé 2 : « Je demande un nombre qui étant divisé par 2 il reste 1, étant divisé par
3 il reste 1, et semblablement étant divisé par 4, 5 ou 6 il reste toujours 1, mais étant
divisé par 7 il ne reste rien. »

Soit x le nombre cherché ; x — 1 doit étre multiple de 2, 3, 4, 5, 6, donc de 60.
Finalement x doit étre de la forme x = 60u + 1 = 7v, ce qui revient a résoudre
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Tv - 60u = 1, c’est-a-dire a trouver les coefficients de 1’égalité « de Bézout » pour

les nombres 7 et 60.

Des tatonnements méthodiques peuvent régler
la question : on ajoute 1 a chaque terme de la
suite des multiples de 60 : 61, 121, 181, ... et
on regarde le reste de la division par 7. La
méthode proposée par Bachet est plus
savante : elle revient a utiliser 20 =—1 (mod 7 )

Il_eﬂ certain que pour foudre cetee queftion il
faut treuder vn nombre meluré par 7.qui fu-
pafle de I'vaicé v nombre mefure par 2. 3. 4.1
6. & puilque 60 eft le moindre meluré par lei-
dits nombres , & que par conlequent il melure
tout autre nombre meli:ué par les mefmes nom-
bres par le corallaire de la 38 du 7.il appert que

¢ nombre cerché doit eftre vn multiple de 7.

e .. furpaflant de 'vnitt 6olou quelque multiple de
et 15=1(mod 7) pour en déduire que 7 divise ﬁo:l)ﬂ is auit que paflcr outre,il faut remarquer

?l.! A glf&]ue la queftié foit poflible,il eft necel-
301 (=20 x 15+ 1), ce qui correspond a u = 5, aite que chafcun des nombres 2.3. 4. 1. 6. foic

. . 9 , . prenjier ay nobre ‘T Ce que ie preuuc ainl. Soit
v = 4311 fait ensuite observer® qu’en ajoutant li._lf::i l;;mbu 7 bois anclqu vn des nombies
< . fufdiéts qu'on die n' i m-
a 301 un multiple de 420 (= 60 x 7), on peut =t geon TeneTicpes promE R
trouver une infinité d’autres solutions.

Probleme I1

« Trouver un nombre qui étant divisé par 2, laisse 1, divisé par 3 laisse 2, divisé par
4 laisse 3, divisé par 5 laisse 4, divisé par 6 laisse 5, mais divisé par 7 ne laisse
rien ».

C’est visiblement une variante'” du probléme précédent. Si x est ce nombre, on veut
que x + 1 soit divisible par 2, 3,4, 5 et 6 et donc par 60, et que x soit divisible par 7 :
x =60u — 1 =7v. Cela revient a écrire I’égalité « de Bézout » 60u — 1 = 7v. La plus
petite solution est x = 119.

Probléme III (dit « des trois vases »)

Enoncé : « Deux bons compagnons ont 8 pintes') de vin a partager entre eux
également, lesquelles sont dans un vase contenant justement 8 pintes et, pour faire
leur partage, ils n’ont que deux vases dont I’un contient 5 pintes et I’autre 3. On
demande comment ils pourront partager justement [c’est-a-dire également] leur vin,
en ne se servant que de ces trois vases. »

Solution : 11 s’agit ici de batir un algorithme. A chaque étape, la seule opération
autorisée est de verser du liquide d’un vase dans un des autres jusqu’a ce que le
premier soit vide ou le second plein. Appelons A, B, C les vases de capacité 8, 5 et
3 respectivement ; s’ils contiennent dans 1’ordre x, y et z pintes, on note la situation
sous la forme (x, y, z). On veut donc passer de (8,0, 0) a (4, 4, 0).

* La premiere étape est soit (3,5, 0) soit (5,0, 3). Les deux conduisant a une solution,
on se contentera ici de démonter le mécanisme de la premiere, laissant au lecteur le
soin de justifier la seconde.

(9) 1l indique en passant que Tartaglia, qui a traité le probleme un siecle plus t6t, n’a trouvé
que deux solutions et donc « n’a pas entendu la regle générale et parfaite démonstration
d’icelle ».

(10) Ce probleme avait été traité par Tartaglia et par Cardan, mais ils n’avaient trouvé qu’une
solution, ce que Bachet ne manque pas de signaler a nouveau.

(11) La pinte de Paris valait un peu moins d’un litre. En province, cela variait selon les régions.
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* Pour la deuxieme étape, on peut passer de (3,5,0) a (0,5, 3) ou a (3, 2, 3), mais
(0, 5, 3) ne débouche sur rien d’intéressant... si ce n’est vers (5, 0, 3), ce qui ferait
prendre en route la seconde solution. On passe donc a (3, 2, 3), dont la seule issue
nouvelle est (6, 2, 0).

A partir de 1a, on peut aller a (8, 0, 0), (3, 2, 3), déja vus ou a (6, 0, 2), qu’on
prend. (6, 0, 2) mene a (1, 5, 2), (5, 0, 3) ou (6, 2, 0). La seule nouveauté est
(1,5,2),qu on prend et qui donne (0, 5, 3), déja écarté, (3, 5,0) et (6,0, 2), déja vus,
et (1,4, 3), qui nous mene a (4, 4, 0). Cette solution et la seconde se résument ainsi :
(8,0,0)—=(3,5,00—(@3,2,3) = (6,2,0) = (6,0,2) = (1,5,2) = (1,4, 3)
— (4,4,0) ;

(8,0,0)—=(5,0,3)—=(5,3,00—2,3,3) = (2,5,1)—=(7,0,1) = (7, 1,0)
—-(4,1,3)—= (4,4,0).

Remarque 1 : Bachet obtient les deux solutions par un raisonnement impeccable...
en cinq pages.

Remarque 2 : Une variante plus simple est, avec 5 pintes de liquide et des vases de
contenance 5, 3, 2, de s’arranger pour retrouver dans le grand vase une quantité
donnée. : 1,2, 3 ou 4. Un peu plus difficile : avec 7 pintes et des vases de contenance
7,4, 3, retrouver dans le grand vase une quantité donnée : 1,2,3,4,5 ou 6.

Remarque 3 : Cet énoncé de Bachet a été proposé ensuite par plusieurs auteurs, en
remplacant a I’occasion (8, 5, 3) par d’autres valeurs. On trouvera dans I’annexe une
étude générale.

Probleme IV (dit « des trois maris jaloux »)

Ce probleme célebre est emprunté a Alcuin. Enoncé et solution figurent dans 1’article
« Enigmes carolingiennes » du B.V. n® 512, pages 33-34.

Probléme V (dit « des poids de Bachet »)

Ce probléme est lui aussi bien connu!?. L’énoncé de Bachet n’étant ni trés clair ni
tres précis, mieux vaut s’en affranchir.

On donne une balance a deux plateaux et une série de poids qu’on peut mettre sur
l'un ou ’autre des deux plateaux.

* Question 1 (C’est la seule que traite Bachet) : Les poids sont de 1, 3, 9 et 27
grammes. Montrer qu’ils permettent de tout peser de 1 a 40 grammes, mais pas 41.

Pour évaluer le poids d’un objet, on compte avec le signe + ce qui est sur I'autre
plateau, avec le signe — ce qui est sur le méme plateau. La question revient a montrer
que tout entier de [1 ; 40] peut s’écrire 27¢, + 9¢, + 3¢, + ¢, chacun des ¢ valant 0,
1 ou —1 et le premier &€ non nul valant forcément 1. Avec les poids 1 et 3, on peut
peser de 1 a 4. En adjoignant 9, on peut donc peser, outre 9 lui-méme, les 9 + x avec
x allant de 1 a 4, soit donc toute valeur de [5 ; 13]. Avec 1, 3 et 9, on mesure donc de

12) 11 a par exemple été proposé a la finale du Rallye mathématique d'Auvergne 2014 et fait
l'objet d'un commentaire dans Panoramath 6.
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1 a 13. Adjoignons maintenant 27 ; cela permet d’évaluer, outre 27, les poids 27 =y,
avec y allant de a 13, ce qui régle la question. On ne peut évidemment peser 41, car
1+3+9+27=40.

* Question 2 : Montrer que pour peser tout objet de 1 a 40 grammes, il faut au moins
quatre poids.

Avec 3 poids a, b et ¢ (a > b > ¢), on ne peut avoir que les valeurs g.a + €b + £,
avec pour les ¢ les mémes conventions que ci-dessus. Cela permet d’évaluer
(3 x 3) + 3 + 1 poids, soit 13 valeurs au plus.

* Question 3 : Montrer que pour peser tout objet de 1 a 40 grammes, si l’'on n’a que
4 poids, la seule solution possible est (1, 3, 9, 27).

Avec 4 poids a, b, cetd (a > b > ¢ > d), on obtient les valeurs €,a + €,b + €,c + €,d,
avec toujours pour les & les mémes conventions. Elles sont au nombre de
(B3x3x%x3)+ (3 x3)+3+1,soit 40. Pour peser de 1 a 40, elles doivent donc étre
toutes distinctes.

La plus grande est a + b + ¢ + d et la suivante a + b + ¢, ce qui donne a + b + ¢ = 39
etd=1.

On obtient 38 par @ + b + ¢ — 1. Cherchons 37 : nous avons épuisé les trois cas ol a,
b et ¢ sont affectés du coefficient 1 ; le plus grand des autres nombres esta + b + 1,
qui vautdonc 37.Dea+b +c=3%eta+b+1=37,ontirea+b=36etc=3.
Le plus petit des nombres pour lesquels a et b sont affectés du coefficient 1 est a + b
—4,s0it32.0Onadonc :31 =a+ 3+ 1,donc a =27, puis b =4.

e Généralisation : Montrer que des poids de 1,3, 3%, 33, ..., 3" permettent de mesurer

(de facon unique) n’importe quel poids x jusqu’a 1 + 3 + 32+ 3% + ... + 3", ¢’est-a-
n+l _

dire 3 ! .

Ce résultat est li€ a la numération en base 3 : posons

n+l
y=x+1+3+32+3»3+...+3"=x+3 !

Onay<3™!';soity=3"a, + ... +3a, +a,son unique écriture en base 3, les g, valant
0,1ou2.Onentire x=3" + ... +3b, +b,,avec b,= a, - 1 pour tout 7, les b, valant
-1, 0 ou 1, cette écriture étant unique. Le probleme de Bachet généralisé est donc
résolu.

Probleme VIII

Enoncé : Trois hommes ont chacun un certain nombre d’écus. Le premier donne a
chacun des deux autres autant que ce dernier en a ; puis le second donne a chacun
des deux autres autant que ce dernier en a ; finalement le troisiéme donne a chacun
des deux autres autant que ce dernier en a. Cela fait, chacun se trouve avec 8 écus.

(13) 11 en profite pour égratigner au passage Tartaglia, qui s’est attaqué avant lui au probleme
etn’a vu qu’une seule des trois solutions.
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On demande combien chacun en avait au
commencement.

Solution : Bachet a une idée astucieuse
(voir I’encadré) : refaire en sens inverse
les opérations. A la fin on a 8, 8,98);
juste avant on a (4, 4, 16), car le dernier
échange a doublé I'avoir des deux
premiers hommes ; pour en arriver 13, le

CEI‘I: queftion e refout aisément par vn:
dilcours qui porte auec foy (2 demonltras
tion, & quicft tel. Puisque & la fin chafcun (e
tzeuue avoir £, efcus, & qu'immediatement au~
parauant le ryoifiefime auoit donné au.premier,
& au fecond , autant qu'ils auoyent chafeun, il
fautdont que chafcun d'iceux n'en eult que 4.8
que le troifiefine en eut 16, Mais le fecond en
venoir de donner aux deux autres autane qu'ils
en auoyent chafcun, Il faut donc qu'auparananc
le premier n'en eut que 2. Le troifiefine 8. & le
fecond 14. Or cela n'eft aducnu qu'apres que le

second a donné 2 au premier et 8 au
troisieme, puisqu’il a doublé leur avoir ;
donc I’état précédent était (2, 14, 8) ; cet

premier en a donné aux deux autres autant
qu'ils en auoyent chafcun. Doncques il con-
uient dire ghe du commencement le fecond en
auoit 7. le troifiefme 4. & le premicr 15,

état a été obtenu par le don au second de
7 et au troisieme de 4. L’état initial était (13,7, 4).

La mise en équation brutale manquerait de grace : si I’état initial est (x, y, z), le
suivant est (x — y — z, 2y, 2z), puis (2x — 2y — 2z, —x + 3y - z, 47) et enfin
(4x -4y —4z,-2x + 6y — 2z, - x — y + 7z), d’oll le systeme

4x—4y—4z7=8
—2x+6y-2z=8
-x—y+7z=8

qui est peu agréable, sauf si on a l’astuce de remarquer que 1’on a forcément
4x + 4y + 4z = 24, ce qui, combiné avec la troisieme équation, donne z.

Probléeme IX

« Trois hommes ont a partager 21 tonneaux, dont il y en a 7 pleins de vin, 7 vides et
7 pleins a demi. Je demande comment peut se faire le partage, en sorte que tous trois
aient un nombre égal de tonneaux et égale quantité de vin ».

L’idée de ce probleme fameux est selon toute vraisemblance empruntée a Alcuin,
comme celle du probleme V. On trouvera 1’étude du cas général (avec 2N tonneaux
au lieu de 21) dans le B.V. n° 512, aux pages 25-35 de I’article « Enigmes
carolingiennes ». Il est a noter qu’Alcuin, qui traite le cas N = 10, donne une seule
de ses cing solutions, alors que Bachet donne pour N = 7 les deux solutions, prouve
que ce sont les seules et indique sommairement comment trouver les trois
solutions'¥ du cas N = 8.

Probléme X

Enoncé : « Il y a4l personnes en un banquet tant hommes que femmes et enfants qui
en tout dépensent quarante sous, mais chaque homme paie 4 sous, chaque femme 3
sous, chaque enfant 4 deniers [1 sou vaut 12 deniers]. Je demande combien il y a
d’hommes, combien de femmes, combien d’enfants. »

(13) 11 en profite pour égratigner au passage Tartaglia, qui s’est attaqué avant lui au probleme
et n’a vu qu’une seule des trois solutions.
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Problémes plaisants et délectables

Solution : Soit 4 le nombre!'* d’hommes, f celui de femmes, e celui des enfants. La
dépense pour les enfants est forcément (par différence) un nombre entier de sous ; or

1
pour chaque enfant le cofit est 3 de sou. Donc e est multiple de 3. Posons e = 3u. On

se ramene a deux équations a trois inconnues entieres positives :.
h+ f+3u=41
4h+3f+u=40

En combinant pour éliminer par exemple f, il vient : h = 8u — 83. h étant positif, on
en tire u = 11. Si on avait u = 12, on aurait & = 96 — 83, donc & = 13, résultat
incompatible avec la seconde équation 4% + 3+ u =40. Donc u = 11,d’ ot I’on déduit
aussitot : h=5,f=3,e =33.

6. Conclusion

L’oubli dans lequel est tombé Bachet est passablement injuste : il ne s’est pas
contenté de redonner vie a I’arithmétique des Anciens, il y a ajouté d’importants
résultats nouveaux. Il a en outre contribué a stimuler I’intérét de son époque pour les
sciences. On ne peut en effet attribuer au hasard le fait qu’aient été publiés, dans les
vingt ans qui suivirent la premiere édition de ses Problemes, trois recueils de
récréations mathématiques dus respectivement a Denis Henrion (1620), Jean
Leurechon (1624) et Claude Mydorge (1630), recueils qui tous trois connurent le
succes.

Cela dit, peut-on encore le lire ? La préface et les passages descriptifs ou narratifs de
son livre sont de lecture agréable, mais on ne peut en dire autant des raisonnements,
qu’il faut suivre la plume a la main en transformant au fur et a mesure les phrases en
équations.

La meilleure solution pour le lecteur curieux est d’utiliser 1’édition [4] de 1884, qui
conserve une large part du texte original, mais donne les démonstrations sous une
forme pour nous plus accessible. S’y ajoutent des commentaires, la généralisation
d’un certain nombre de problémes et un supplément de quinze nouveaux énoncés.

Donnons pour finir la parole a Bachet, qui écrit dans sa préface :

«... encore que ce ne soient que des jeux, dont le but principal est de donner une
honnéte récréation et d’entretenir avec leur gentillesse une compagnie, si est-ce qu’il
faut bien de la subtilité d’esprit pour les pratiquer parfaitement... ».
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(14) Cette solution n’est pas celle de Bachet. Le probléeme est d’un genre voisin de plusieurs
problemes d’Alcuin.
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http://www.persee.fr/web/revues/home/prescript/article/rhs_0048-
7996_1947_num_1_1_4601

[2] Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex, Paris 1621.
http://www.e-rara.ch/zut/content/structure/2568306

[3] et [4] CLAUDE GASPAR BACHET : Problémes plaisans et délectables, qui se
font par les nombres.

Sur http://gallica.bnf.fr, « recherche avancée », taper Problémes plaisans et
délectables et choisir :

* [3] Pour le texte original, la référence datée 1624.

¢ [4] Pour une version modernisée et commentée, la référence datée 1884.

[5] Le texte de 1884 a été réédité en 1993 chez Blanchard, avec un avant-propos de
Jean Itard.

Annexe : le probléeme général des trois vases

Enoncé : On donne trois vases A, B, C dont les contenances respectives mesurées en
pintes sont les entiers a, b et ¢, avec a = b + ¢, b et ¢ premiers entre eux, b > c. Au
départ, le vase A est plein et les deux autres sont vides. Etant donné une quantité
entiere i (h < a), montrer que par transvasements successifs on peut arriver a avoir
exactement £ pintes dans le plus grand vase.

Démonstration : On reprend la notation (x, y, z) pour indiquer les quantités
respectivement contenues dans les vases A, B, C. On va s’arranger pour avoir dans
A successivement (n + 1) valeurs distinctes. Pour cela on itére une opération Q qui
se décompose en deux phases :

* Phase 2, : On part de (x, y, 0), on verse de A jusqu’a remplir C, puis on verse C
dans B ; on recommence si nécessaire jusqu’a remplir B. On arrive ainsi a la forme
(x = gc, b, r) ; les valeurs g et r sont le quotient et le reste de la « division par exces »
de b — y par c, c’est-a-dire que 'ona b —y = cqg — r, avec 0 < r < b. Dans ces
transvasements, le contenu de £ a été successivement x,x — ¢, ..., X — ¢c.
*Phase Q, :Onax-qgc=a-y-gc=a-b-r,doncx—-qgc<a—b.Partant de
(x = gc, b, 1), on peut donc vider B dans A, puis on vide C dans B.

On arrive ainsi a (x + b — gc, r,0), soit (x+a - ig+ 1,r,0).

 Résultat final de Q : on est parti de (x, y, 0) pour aboutir a une forme (x', y', 0) ;
au cours des opérations le contenu du vase A est, modulo a, passé successivement par
X, X=¢, ... x=(q+ 1c.

* En partant de (a, 0, 0) et en faisant Q autant de fois que nécessaire, on a dans le
vase les contenus modulo a suivants :
0,-c¢,...,—qc,—(q+ Dc,—(g+2),...,—2(q +2)c.

Limitons-nous aux (a +1) premieres valeurs O, — ¢, ... , — ac. Elles sont toutes
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distinctes modulo a. En effet, si ucsvc(mod a) avec 0 = u < v = a, a diviserait
(v = u)c et, comme il est premier avec c, il diviserait v — u, alors que v — u < a.

Au cours des opérations, le contenu de A est donc bien passé par toutes les valeurs
possibles modulo a, et comme il ne prend que des valeurs situées dans [0, a], il les a
bien toutes prises.

Un exemple souvent traité par les successeurs de Bachet : on suppose a = 12,
b =7,c =15 eton veut trouver 6 pintes dans le vase A et 6 dans le vase B.

Premi¢re opération Q, (verser A dans C, puis C dans B et recommencer jusqu’a
remplir B) :
(12,0,0) = (7,0,5) = (750) = (2,5,5) = (2,7.3).

Premiere opération Q, (verser B dans A, puis C dans B) :
(2,73)—>9,0,3) = (9,3,0).

Seconde opération €, :
9.3,0) > (4,3,5) = 4. 7.1).

Seconde opération €, :
“.7,1) = (11,0, 1) — (11, 1, 0).

Troisi¢éme opération Q, :
(11, 1,0) = (6, 1,5) = (6,6,0),

ce qui termine le travail.



