
Temps d’attente moyen

d’une suite de pile ou face

Pierre Carriquiry(*)

À la suite de l'article de Jean-Paul Delahaye « Quand l'intuition a tout faux », paru
dans le bulletin 504, je voudrais signaler une méthode qui permet de calculer le
temps d'attente moyen d'une suite de pile ou face sans utiliser la notion d'espérance
conditionnelle, et qui donne une formule générale qui permet de justifier des résultats
donnés dans l'article.

On utilisera ici une formule donnant l’espérance d’une variable aléatoire X à valeurs
entières positives :

I Cas partiulier : temps d’attente moyen de PFPF

Soit X la variable aléatoire : « Temps d'attente de PFPF », c'est-à-dire le rang de
l'expérience où on obtient pour la première fois PFPF. Les valeurs possibles de X
sont les entiers supérieurs ou égaux à 4. Soit k un entier supérieur ou égal à 8, et A

k

l'événement : « on obtient PFPF à la ke épreuve. » (pas forcément pour la première
fois: on obtient F à la ke, P à la (k - 1)e, F à la (k - 2)e et P à la (k - 3)e). On a : 

(1)

; ; car si la séquence PFPF

apparaît pour la première fois au rang (k - 1) elle ne peut pas apparaître ensuite au
rang k.

car si la séquence PFPF apparaît pour la première fois au

rang (k - 2), elle apparaîtra aussi au rang k si les 2 épreuves suivantes donnent PF. 
De même, et pour tout i Œ {4, …, (k - 4)},

.
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L'égalité (1) donne alors :

On en tire :

D'où :

et on vérifie que cette égalité est encore valable pour k = 7, 6, 5 et 4. Par exemple
pour k = 7, le raisonnement qui conduit à l'égalité (1) donne :

d'où

et 

On a alors :

II Cas général

Soit S = une suite de pile ou face, (u
i
= P ou F), X la variable aléatoire

« Temps d'attente de S », k un entier supérieur ou égal à 2n, A
k

l'événement : 

« apparaît à la ke épreuve".

On a :

(2)

. Pour tout i Œ {0, 1, …, n - 1)}, si la suite S

peut apparaître aux rangs k - i et k, et sinon. Pour tout 

i Œ {n, n + 1, …, k - n)}, ..
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On définit l'ensemble d'indices .L'égalité (2)

donne alors : 

d'où on tire :

et cette égalité est vérifiée pour n £ k < 2n car dans ce cas (2) se réduit à :

et 

On a alors 

car pour i < n.

Pour simplifier un peu plus, on fait le changement d'indice n - i = j et on obtient :

où . est l'ensemble des indices j tels que la

suite S peut apparaître aux rangs 2n et n + j.
Par exemple, si S = (FF), J = {1, 2} et E(X) = 22 + 2 = 6.
Si S = (PF), J = {2} et E(X) = 22 = 4.
Si S = (FPPF), J = {1;4} et E(X) = 24 + 21 = 18.
Si S = (FF...F) (n temes), J = {1, 2, …, n} et E(X) = 2n + 2n-1 + … + 2 = 2n+1 - 2.
Si S = (PF...F) (n termes), J = {n} et E(X) = 2n.
On a toujours n Œ J, donc le temps d'attente moyen d'une suite de n termes est
compris entre 2n et 2n+1 - 2.

III Cas d’une pièce non équilibrée

En utilisant la méthode précédente, on trouve que le temps moyen d'attente de la suite

est 
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où est l'ensemble des indices j

tels que la suite formée par les j premiers termes soit égale à la suite formée par les
j derniers.
Par exemple, si on note p la probabilité d'obtenir pile, le temps d'attente moyen de FF

est , celui de PF est ; on trouve qu'ils sont égaux pour

et le temps d'attente moyen est alors . On n'est pas

étonné de ne pas trouver 5 (qui est la moyenne des temps d'attente moyens de FF et
PF pour une pièce équilibrée) car « l'intuition a tout faux », mais on est un peu surpris

de remarquer que si , les temps moyens d'attente de FF et PF sont égaux

quand la probabilité de face est , celle de pile et le temps d'attente moyen est

alors j3. Mais que vient faire le nombre d'or dans ce calcul de probabilité ? Un
hasard, probablement, à moins qu'un lecteur ne nous explique (intuitivement)
pourquoi le nombre d'or doit figurer de manière aussi simple dans ces résultats, ce
qui réhabiliterait un peu l'intuition.
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Arithmétique ! Algèbre ! Géométrie ! Trinité grandiose ! Triangle lumineux! Celui
qui ne vous a pas connues est un insensé ! Il mériterait l’épreuve des plus grands
supplices ; car il y a du mépris aveugle dans son insouciance ignorante ; mais celui
qui vous connaît et vous apprécie ne veut plus rien des biens de la terre ; se contente
de vos jouissances magiques ; et, porté sur vos ailes sombres, ne désire plus que de
s’élever, d’un vol léger, en construisant une hélice ascendante, vers la voûte
sphérique des cieux. La terre ne lui montre que des illusions et des fantasmagories
morales ; mais vous, ô mathématiques concises, par l’enchaînement rigoureux de
vos propositions tenaces et la constance de vos lois de fer, vous faites luire, aux
yeux éblouis, un reflet puissant de cette vérité suprême dont on remarque
l’empreinte dans l’ordre de l’univers.

Lautréamont, Les Chants de Maldoror (1869)
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