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Les problemes de 'APMEP

Les propositions de problemes, solutions ou commentaires, sont a envoyer a
Max HOCHART
13, rue des Garennes
63 800 Cournon d’Auvergne
ou
hochartmax @yahoo.fr

Je profite de cette rubrique pour adresser mes remerciements a Philippe Picard pour
ses éclaircissements sur les polyndmes abéliens et Raymond Heitz pour ses
différentes lettres d’encouragements.

Enoncés des nouveaux problémes

Probleme 493-1

Soit (an) une suite de réels telle que pour tous i, j € N, a, ;< a, + a,. Montrer que,

n21 i+j

pour tout n € N*,
n
a
—+£>q,.
k=1 k

Probleme 493-2 (Jean-Pierre Friedelmeyer (Strasbourg))

Dans le plan euclidien, soit I" un cercle de centre O, et soit U et V deux points
distincts, alignés avec le centre O. A partir d’un point A du cercle I, on trace la droite
(AU) qui recoupe I' en un point B ; on trace la droite (BL) perpendiculaire a (UV)
qui recoupe I" en un point C ; on trace la droite (CV) qui recoupe I' en un point A,.
Puis I’on recommence : on trace la droite (A U) qui recoupe I' en un point B, ; on
trace (B L)) perpendiculaire a (UV) qui recoupe I" en un point C, ; on trace (C,V),

etc. Est-il possible que la ligne polygonale ABCA B,C,A,B,C,... se referme en un

point A pour un entier naturel n ? Autrement dit, existe t-il n € N tel que A soit
confondu avec A?

Probleme 493-3 (Michel Lafond (Dijon))

Pour un entier strictement positif n, on note p, la probabilité pour que, dans le
systeme décimal, deux nombres entiers a n chiffres (dont I’écriture ne commence pas
par 0), choisis indépendamment, au hasard, aient un produit ayant 2n chiffres.
Etudier p,- En particulier, montrer que

P, = ;—?(9— In(10))£3x10™".
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Solutions des probléemes antérieurs

Probléeme 486-2 (Question de Michel Lafond)

On appelle nombre d’Einstein un entier au moins égal a 2 dont la décomposition en
facteurs premiers est mc? ol m et ¢ sont des nombres premiers distincts. Ainsi,
7442 =2 x 612,7 443 =32 x 827,7 444 = 2% x 1 861 sont trois nombres d’Einstein
consécutifs. Combien existe t-il au plus de nombres d’Einstein consécutifs ?

Solution de Jean-Louis Nicolas (Institut Camille Jordan, UMR 5208, Université
Claude Bernard (Lyon 1))

On écrit d’abord un test informatique pour reconnaitre les nombres d’Einstein. Voici
par exemple une procédure en Maple :

test := proc(n)

local lis, bou ;

lis := op(2, ifactors(n)) ;

if nops(lis) <> 2 then bou := false

else bou := evalb(lis[1][2]+lis[2][2] = 3) end if
bou ;

end proc ;

La procédure suivante recherche les doublets (ou les triplets, les quadruplets, en
réglant le pas) compris dans I’intervalle [[nmin, nmax]] par une méthode naive.

testcom := proc(nmin, nmax, pas)

local n, bou, com, lis, lisf, m ;

com =0 ;

for n from nmin to nmax do

bou := test(n) ;

if bou then com = com + 1 else com :=0 end if ;
if com => pas then lis :=[ ] ;

for m from n — com + 1 to n do lis := [op(lis), m] end do ;
lisf :=map(u -> ifactor(u), lis) ;

print(lis, lisf) ;

end if ;

end do ;

end proc ;

En appliquant ce test, on trouve que le plus petit nombre d’Einstein est 12, le plus
petit doublet est (44 =22 x 11,45 = 32 x 5), le premier triplet est

(603 =32x 67,604 =22x 151,605 =5 x 11?).
On observe alors qu’un nombre d’Einstein qui est multiple de 6 ne peut étre que 12
ou 18, puisqu’il admet deux et uniquement deux facteurs premiers, a savoir 2 et 3. Il
s’ensuit qu’une suite de nombres d’Einstein consécutifs comporte au plus cinq
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nombres. Nous allons donner des exemples de quadruplets et de quintuplets) et
déterminer les premiers d’entre eux.

1. A la recherche de quadruplets et de quintuplets

Dans une suite de quatre nombres entiers consécutifs, I’un d’entre eux est multiple
de 4 et un autre est pair, mais non multiple de 4. Un quadruplet de nombres
d’Einstein comprend donc un nombre de la forme 2¢? et un autre égal a 4p ot p et g
sont des nombres premiers différents de 2 et 3.
Le carré d’un nombre impair non multiple de 3 est congru a 1 modulo 12, donc 24>
est congru a 2 modulo 6 et 4p ne peut étre égal a 2¢*> — 2 (sinon, il serait multiple de
6, ce qui est interdit). On a donc

4p =2¢* + 2.
Le nombre 24> + 1 est multiple de 3. Il peut étre de deux formes : 9r ou 3s? avec
r et s premiers. On distinguera deux types de quadruplets suivant ces deux cas.

1.1. Les quadruplets de type (1) : 2¢> + 1 =9r

La conguence 24> + 1 = 0 (mod 9) a pour solution q = +2 (mod 9) et I'imparité de ¢
impose ¢ = =7 (mod 18). Pour rechercher les quadruplets de type (1), on considere
donc les nombres premiers g dans les deux progressions arithmétiques
q=7 (mod 18) et g =11 (mod 18) ; pour chacune d’entre elles, on teste si (2¢g> + 1)/9
et (2¢*> + 2)/4 sont premiers. Si oui, on regarde les deux nombres 2¢*> — 1 et 2¢*> + 3 ;
si ’'un des deux est un nombre d’Einstein, on a un quadruplet ; si les deux sont des
nombres d’Einstein ¢’est un quintuplet.

La procédure suivante effectue ce travail :

testcar := proc(gmin.gmax.pas)

local g, n, qq, k, com, sig ;

for qq from gmin by 18 to gmax do

for k in [7,11] do

q:=qq+k;

if isprime(q) then n := 2¥g"2 ;

if (isprime((n+1)/9) and isprime((n+2)/4)) then com :=3 ;
if test(n—1) then com := com+1 ; sig :="moins‘ ; end if ;
if test(n+3) then com := com +1 ; sig :=‘plus‘ ; end if ;
if com >= pas then print(‘com =*, com, n, sig) ; end if ;
end if

end if

end do ;

end do ;

end proc ;

Le plus petit quadruplet de type (1), obtenu pour g =92 311, est
(n=2¢>-1=17042641441,n+1,n+2,n+3),
et ’entier n est multiple de 72.

(1) néologisme.
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Pour g =71 040 881, on obtient le plus petit quintuplet de type (1),
(n=2¢*>-1=10093613546512321,n+1,n+2,n+3,n+4),
I’entier n est multiple de 77 et I’entier n + 4 est multiple de 5.

1.2. Les quadruplets de type 2 : 2¢*> + 1 = 35

Les solutions positives de 1’équation diophantienne 3x?> — 2y? = 1 sont les couples

(x,,y,) définis pour k € N par la relation

k
(2+\/g)(5 +2x/€) =2y, +xk\/€.
Ils sont aussi définis par la condition initiale (x, =y, = 1) et la relation de récurrence
{xkﬂ =5x, +4y,
Viwr = 39, +6x;.
Les premieres valeurs sont :
k=[0] 1| 2 3 4 5
x,=| 11989 ] 81 [ 8721 | 86329
y.=| 1]11(109 1079 | 10 681 [ 105 731

Ce résultat découle de la méthode de résolution des équations de Pell-Fermat, mais
on peut le prouver simplement. On commence par résoudre 1’équation pour
y=1,2,3;laseule solutionest x=x,=1,y=y,=1.
Soit maintenant une solution (x, y) avec x >0 et y > 4. On définit x” et y’ par la relation
(2y+x\/g)(5 - 2\/6) =2y +x'\J6
ou encore
(2y’+ x'JE)(s + 2\/5) =2y+x6.
On a ainsi
x'=5x—4y . x=5x"+4y’
e
y =5y—6x y=5y"+6x".
11 est facile de vérifier que (x’, y") est une solution. En utilisant les relations
(5x —4y)(5x + 4y) =25x2 — 16y* =25x* - 88> - 1) =x>+8 >0
et
(5y — 6x)(5y + 6x) = 25y* — 36x% = 25y? — 12(1 + 2y?) =y* - 12 >0,
on voit que x” >0 et y* > 0. On a ensuite
y—y =6x—4y>5x—4y=x">0
etdonc 0 <y <y.
En itérant la transformation (x,y) > (x’,)") on arrive & une solution (£,3) vérifiant
0 <y<4,donc x=y=1,et lasolution initiale, (x, y), vérifie (x = x,, y = y,) oll k est
le nombre d’itérations.
Pour obtenir un quadruplet de type (2), on doit partir d’une solution (x, y) de
I’équation 3x2 — 2y% = | avec x et y premiers. A part (x,,y,) =(89,109),il n’y a pas
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d’autres solutions premieres avec moins de mille chiffres décimaux. La solution
(x,, ¥,) conduit au doublet (23762, 23763) ; comme 23761 est premier et
23 764 =22 % 13 x 457, ce doublet ne se prolonge pas. Il n’y a donc aucun quadruplet
de type (2) formé de nombres d’Einstein de moins de deux mille chiffres.

2. A la recherche de nombreux quintuplets

La méthode exposée au paragraphe 1.1 pour trouver le plus petit quintuplet nécessite
des calculs assez longs. Si I’on veut trouver une grande quantité de quintuplets (mais
pas forcément les plus petits), on peut ’accélérer en imposant (par exemple) au
nombre premier g les conditions
2¢> — 1 est multiple de 49
et
2g* + 3 est multiple de 25.
Cela revient a chercher q dans les progressions arithmétiques de raison
22050 =2x (3 x5x7)*
et de premier terme 1’un des nombres
1181,3719,4219,9 119,12 931, 17 831, 18 331, 20 869.
On pourrait augmenter les chances d’obtenir un quintuplet en imposant que 2¢> + 1
ne soit pas multiple de 27, que 2¢* + 2 ne soit pas multiple de 8, que 2¢> — 1 ne soit
pas multiple de 7° et que 2¢° + 3 ne soit pas multiple de 53.
En explorant les 35 751 048 nombres inférieurs a 10! dans ces huit progressions
arithmétiques modulo 22 050, on trouve 241 quintuplets, soit un rendement
d’environ 1/150 000. Cela correspond a ce que prévoient les probabilités.
En effet, un nombre au hasard de taille 7 a une probabilité de 1/In(¢) d’étre premier.
Si le nombre est impair, cette probabilité double ; si le nombre est impair et non
multiple de 3, elle triple. Si I’on sait que ce nombre est non multiple de p premier,
elle est multipliée par p/(p — 1).
Dans notre algorithme, nous recherchons cinq nombres premiers parmi des nombres
qui ne sont pas divisibles par certains des nombres 2, 3, 5, 7, ce qui augmente leurs
chances d’étre premier. Un calcul grossier justifie le rendement de notre algorithme.

Vraisemblablement, il existe une infinité de quintuplets, mais il semble impossible,
pour le moment, de démontrer qu’il existe méme une infinité de doublets : on ne sait
pas prouver qu’il existe une infinité de nombres premiers jumeaux, ni qu’il existe une
infinité de nombre premiers p tels que p — 1 soit un carré.

Me sont parvenues deux autres solutions correctes : Michel Lafond (Dijon), Pierre
Renfer (Saint George d’Orques).

Probléme 487.1 (Srinivasa Ramanujan)

Pour x > 1, simplifier

f(x):\/1+x\/1+(x+1)\/1+(x+2),/1+(x+ HV1+...,

apres avoir montré que cette expression avait un sens.
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Solutions de Jean-Claude Carréga (Lyon), Laurent Chéno (Lycée Dorian, Paris
11¢), Franck Gautier (Pérignat lés Sarliéve), Michel Lafond (Dijon), Jean Lefort
(Wintzenheim), Paul Mercat (Paris), Moubinool Omarjee (Lycée Jean Lurcat,
Paris), Joél Payen (Gagny), Pierre Renfer (Saint-George d’Orques).
Solution de Jean-Claude Carréga (Lyon). Voici sans doute la solution la plus rapide.
Pour tout x = 0, pour tout k € N,

(x+k) =1=(x+k=1)(x+k+1),
donc

xtk=l+(x+k=1)(x+k+1).

Cette formule peut étre itérée. On peut en effet appliquer cette formule au facteur
(x + k + 1) situé sous le radical, en remplagant k par k + 1. Cela donne

x+k=\/1+(x+k—l)\/l+(x+k)(x+k+2).

L’opération peut se poursuivre avec le facteur (x + k + 2).
En partant de x + 1, on obtient ainsi successivement

x+1=,[1+x(x+2),

puis
x+1:\/1+xﬁ/1+(x+1)(x+ 3),
puis
x+1=\/1+x\/1+(x+1) 1+(x+2)(x+4),
puis

x+1= \/1+x\/1+(x+1)\/1+(x+ 2)Jl+(x+3)(x+5).
Le processus peut en fait se poursuivre indéfiniment et on 1’indique par des
points de suspension :

x+1=\/1+x\/1+(x+1)\/1+(x+2) 1+ (x+3)V1+... .

Solution abordable en terminale

Pour x > 1, on note
f(x)=V1+x
et I’on définit par récurrence sur n € N
Fo () =1+ x £, (x+1). (1)
On commence par montrer que pour x = 1, la suite ( £ (x))nEN est croissante.

Facilement, pour x > 1,

x <1+ (x+1)
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et en ajoutant 1 puis en prenant la racine, on obtient
£(x)< £ (x).
Si, a un certain rang n € N*, il est établi f,_, <f,, alors pour x > 1,

fn_l(x+1)an(x+l),

puis

L) =1t xf, (x+1) SJ1+xf, (x+1) = £, ().
Pour établir la convergence de la suite ( £ (x))neN , il suffit de la majorer. La encore,

une récurrence permet de montrer que pour x > 1,
[ <1 +x.
Pour cela, on note
gx)=1+x

g(x) =1+ xg(x+1) (x=1). (2)

Facilement, pour x > 1,
fi(x)=VI+x<l+x=g(x).
Si, a un certain rang n € N, /| < g, alors, pour x > 1,

fn(x)=\/1+fo(x+1)S\/1+xg(x+1)=g(x).

On peut définir alors

et I’on remarque que

F@=tm (A0 (x21)
En passant a la limite dans la relation (1), on obtient

f(x)=111+xf(x+1) (le) 3)

On fixe désormais x > 1 et I’on calcule g(x) — f(x). Puisque la suite (f,(x)) converge
en croissant vers f(x) et est majorée par g(x),

0<g(x)-f(x) 5 X(g(;(;;tff(i);-i- 1)

Si I’on montre par exemple que pour x > 1, f(x) = x, on aura alors

02 g(x)- £ (¥)= 7 (g(x+1)= (e 1) 3 (g(x+ )= F (x 1),

puis, par récurrence sur k € N,

1 k
OSg(x)—f(x)S(Ej (g(x+k)—f(x+k)). 4)
Comme on disposera de 1’encadrement
0<g-f<1,

on aura, en faisant tendre k vers +eo dans (4), g = f, soit encore
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\/1+x\/1 +(x+1)\/1+(x+ )1+ (x+3)V1+... =1+x  (x21).
Pour établir la minoration f{x) > x, on remarque que

fl(x)Z\/EZ\/;,

puis

fQ(x)z\/1+xfl(x+1)2\/xfl(x)zx%,

Si pour un certain n € N* et pour tout x > 1, on a montré que

£ (x) > xlij,

alors
1-L  ——
fa(x)=yl+xf(x+1) 2Vx-x 7 =x .
En faisant tendre n vers +oo, on obtient la minoration voulue.
Solution de Franck Gautier (Pérignat lés Sarliéve)

On définit par récurrence une suite de fonctions en posant, pour tout x > 0,

S =1
etpourn =1,
fon ()= J1+xf, (x+1).
On obtient par exemple
f (x) =1+x,

£ (x)= 1+ x 1+ (x+1),
f() =1 T+ (o) T (e 2).

On va montrer, par récurrence sur n € N*, la double inégalité

(x+n)7zil”sfn(x)S1+x (x=0).

Comme

1
lim (x+n) 2 =1,

n—>+oo

cela donnera un sens aux pointillés et prouvera que, pour x = 0,

\/1+x\/1+(x+1)\/1+(x+ 2)yl+(x+3)V1+... =1+x.
Pour n = 1, ’encadrement a démontrer est simplement
Vi+x <1+ x<1+x,
ce qui est vrai puisque x = 0.
On suppose I’encadrement établi a un certain rang n € N". Pour I’inégalité de

gauche, en utilisant la définition de f, |,
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(x+n+1)#fn+1 (x)=\/(x+n+1)% +x(x+n+l)%fn(x+1).

1
On minore le premier (x+n+1)2 par 1. D’apres I’hypothése de récurrence, on

1
peut minorer (x+n+1)2" f,(x+1)=((x+1)+n) £, (x+1) par x + 2. Ainsi,

(x+n+ 1)2”1“ fon (x)= \/m =1+x.
Pour I’inégalité de droite,
frn@=1+xf, (x+1) S I+ x(x+2) =1+,
ce qui termine la récurrence et conclut.

Solution de Paul Mercat (Paris)

On introduit la suite de fonctions (£, ), , définies sur R} x R, par

S,y =y

£ (oy) =yl xf (x+1y).

Sans difficultés, ces fonctions sont bien définies et a valeurs dans R, . On va montrer

etpourn =1,

que, pour tout y > 0,
lim f, (x,y)=x+1.
n—>+oo

Pour cela,on fixe x>0etne N.Sin>1,

o) e = TR ) (e 2 (e )

B \/1+xfn_, (x+1,y) +(x+1).
On simplifie le numérateur et 1’on minore le dénominateur par x + 2 puisque x et
f._,(x+ 1, y) sont positifs. Ainsi,

fn(x,y)—(x+1)|3xj:2

fot (x+1,y)—(x+2)|.

Par récurrence,

n—1

fn(x,y)—(x+1)|S(H xtJ ]|f0(x+n,y)—(x+n+1)|,

o Xt jt+2

soit encore

fn(x,y)—(x-i-l)|S(ﬁ X+ ) J|x+n+1—y|.

o Xt j+2

On passe au logarithme :
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ln(

f,,(X,y)—(x+1)|)Sln|n+x+1_y|+'ih{ x+j j

s x+j+2
Facilement,

ln(|n+x+1—y|) :+mln(n)+0(1).

De plus, on a I’équivalent

x+n 2 2
Inf ——|=Ihfl-———| ~ ——,
xX+n+2 X+tn+2 )+ n

et le second membre est le terme général de signe constant d’une série divergente,
donc on peut sommer les équivalents :

h{[nx—ﬂn - 32 o).

=0 x+j+2 n—>+oo = ] n—>4oo

Ainsi,
| [ TT= e ne 123 | = —n(n)
o X+ j+2 o P ’
ce qui prouve que

ln(

et donc, comme voulu, que

)=

n—+oo

£i(ey)=(x+1)

£ (x,y)—(x+1)| — 0.

Solution de Moubinool Omarjee (Lycée Jean Lurcat, Paris)

Pour finir, voici une formule généralisant ce probleme : pour trois réels a, b, ¢ tels
quea=1,b20,c=1,on al’égalité suivante :

\/ab+(b+c)2+a\/(a+c)b+(b+c)2+(a+c)\/(a+20)b+(b+c)2 +(a+2c)\/j
=a+b+c.

En prenant (a, b, ¢) = (x, 0, 1), on retrouve I’énoncé proposé. Les idées sont les
mémes que ci-dessus. Pour x, 2 1, x, 20, x, 2 1, on définit

Jo (xl’x2’x3) =Xt X

etpourn e N,

st ()cl ,xz,x3) = \/)c,x2 +()c2 + X5 )2 +x,f, (x, +x3,x2,x3).
Il s’agit de montrer que

lim fn()cl,)cz,)c3)2x1 +x, + ;5.

n—>+oo
Une récurrence sur n € N donne la majoration

£ (xl,xz,x3) <x +x, +x;.
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Ensuite, pour n € N,

(x1 +x, + x3)2 —(fn (xl,xz,x3))2
X+ X, + x5 +fn(x1,x2,x3)

0<x +x, +x3—fn(x1,x2,x3)=

On minore le dénominateur par x, + 2x,, en montrant par récurrence que
£ (x.x,0,) 2 x, — x,.
On injecte, au numérateur, la définition de f, en fonction de f, , et, finalement,

0<ux +x, +x3—fn(xl,xz,x3)SLx()c1+x2 +2x,— fi (% +x3,x2,x3)).
1 3
En itérant,
OSx1+x2+x3—fn(x1,x2,x3)S ﬁw (x1+nx3),
%+ (4 1) x

puis
x (% +x5)
0<x, +x,+x,— Xy, X, ) S — 2
XX T X fn(xl X, xs) 5 +(n+1)x,

ce qui permet de conclure.



