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Pour chercher et approfondir

Les problémes de 'APMEP

Les propositions de problemes, solutions ou commentaires, sont a envoyer a
Max HOCHART
13, rue des Garennes
63800 Cournon d’Auvergne
ou
hochartmax@yahoo.fr

Enoncés des nouveaux problémes

Probléeme 492-1

Trouver tous les polyndmes complexes P tels que si |z]=1 alors |P (z)| =1.

Probléeme 492 - 2 (Question de Michel Lafond)

Soit P et Q deux polyndmes réels du second degré. On suppose que les suites
(P(n))neN; et (Q(n))neN* sont strictement croissantes et sans terme commun. On
intercale ces deux suites pour obtenir la suite

u=(1,2,8,10,18,25,32,46,...).

1. Calculer u,,.
2. Donner un équivalent quand n tend vers +c de u,.

Probleme 492 - 3

Une droite A coupe un triangle ABC et le partage en deux polygones de méme aire
et méme périmetre. Montrer que la droite passe par le centre du cercle inscrit au
triangle ABC.

Solutions des probléemes antérieurs

Probléme 486-3 (Question de Roger Cuculiére)

Trouver tous les couples (E, f) ou E est un voisinage de 0 dans R, et f est une fonction
définie sur E, non constante, continue en 0, a valeurs réelles, et telle que, six,y € E

f)+ () _
I-f(x)f(y)

Solution de Roger Cuculiere (Clichy La Garenne)

vérifient f(x) f(y) #1,alorsx+ye Eet f(x+y)=

Soit (E, f) une telle solution. On note I le plus grand (au sens de I’inclusion)
intervalle de E contenant 0.

Lemme 1. On a f(0) = 0. Les ensembles E et 1 sont ouverts et I’application f est
continue sur E.
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Preuve.
* On montre d’abord que f(0) # +1 par I’absurde. Si f(0) = €= +1, puisque f est non
constante, il existe x, € E tel que f(0) f(x,)#1 et donc

f(x)+f(0) _ flx)+e
1= f(x)f(0) 1-ef(x)’

ce qui conduit a f(xo )2 = —1, impossible.

f(xo):f(xo +0):

Ainsi, f(0)> # 1, et par suite

2£(0)
10)=50+0)= 2205
ce qui implique f(0) = 0.
e Comme E est un voisinage de 0, il existe un réel r > 0 tel que [—r,r] c E. Soit
x, € E. Enraison de la continuité de f en 0, il existe un réel p, avec 0 < p <r, tel que
|x| < p implique x € E et |f(x)f(x0)| <l1.
Soit un réel 4 tel que || < p. Alors, h e Eet |f(x,)f(h)|<1. Donc x,+h e E.1len

résulte [ Xy — PX, + p] c E. Comme ceci est vrai de tout x, € E, il s’ensuit que E est

ouvert.

* Soit x, € I, d’oli x, € E. On a vu qu’il existe p > 0 tel que [x, — p,x, + p] < E..
L’ensemble J = Iu[)c0 —pP.X,+ p] est un intervalle tel que 0 € J et JCE, d’ol
J 1, et par suite [xo - P,x, + p] c I, ce qui prouve que I'intervalle I est ouvert.

* Soit x, € E, et le réel p défini ci-dessus. On a vu que si & est un réel tel que
|h|<p.alors heEet |f(x,)f(h)|<1,dou x,+h € E.De plus,

f(xo)+f(h)
1= f(x0) f(R)
Puisque f est continue en 0, Lirr(}f(h)z £(0)=0, d’ou lhirr(}f(x0 +h)=f(x,), ce

fx,+h)=

qui prouve que la fonction f est continue en x,,.

Lemme 2. Soit I, =1 " R_. Il existe x € 1, tel que |f(x)|21.

Preuve.

* On commence par montrer que f n’est pas identiquement nulle sur I,. Par I’absurde,
on suppose que f(x) =0 pour tout x € I_. Soit toujours r > 0 tel que [—r,r] cE,dou
[—r,r] cl,et [O,r] c 1, . On a donc f(x) = 0 pour tout x € [0, r]. Six € [0, r], alors
xe E,—x e E, et f(x) f(—x) =0 # 1. En conséquence,
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_ S+ f(=x)
BT REAN

D’ou f(x) =0 pour tout x € [-r, r]. Pour x € [-r, r], f(x)>=0 # 1, donc 2x appartient

aEet

0=1(0)=f(x+(-x))

2/(0) _
- f(x)

Ainsi, [—2r,2r] c E et f estnulle sur [-2r, 2r]. Par récurrence, on montre que pour

f(2x)=

toutn € N, |_—2” r,2" r-| — E et que f est nulle sur [-2", 277]. Ainsi, I’ensemble E est
égal a R tout entier, et la fonction f est nulle, ce qui est exclu par hypothese.
* On montre maintenant I’existence de x € I, tel que |f(x)|>1. Par I’absurde, on

suppose que |f(x)| <1 pour tout x € 1. On a alors, pour tout x € I, f(x)* # 1 donc
2x appartient a E. Ainsi, [O,Zr] c1, et,parrécurrence surn € N, [0,2" r—l c 1, , puis

I, = R,. On fixe alors x € R_ et on pose, pour tout n € N, i = |f(2”x)|. Alors

2u

n
5.
1_n

O0<u <l,etu, =

Cette suite (“n )neN est croissante et majorée, donc convergente, et sa limite L vérifie
L(1 - L*» = 2L, soit L =0, ce qui implique u, = 0 pour tout n € N, et en particulier
| f (x)| =u, =0. On a alors f(x) = 0 pour tout x € I, ce que contredit le premier point.
Lemme 3. I/ existe un unique réel a € 1, tel que |f(a)=1 et |f(x)|<1 pour
x € [0, a[. De plus, —a € 1, |f(—a)| =1, et |f(x)| <1 pour x € 1-a, 0].

Preuve.

* On montre I’existence de a. Il existe x € I, tel que |f(x)|>1. On pose alors

a=inf{xel+| |f(x)|21}.
C’est un élément de 1. Il existe une suite ( X, )nEN d’éléments de I, qui converge vers
a et telle que |f(xn )| > 1. Par continuité de f, lf(a)| >1, et par suite a > 0. De plus,
pour tout x € [0, a[, x € I, et |f(x)| <1, d’ol, par continuité de f, |f(a)ls 1, et
finalement | f(a)|=1.
* L'unicité de ce réel a est immédiate, car s’il existait deux tels réels distincts a, et
a,, avec a, < a,, on devrait avoir a la fois lf(al )l <1l et lf(a1 )l =1.

e Pour le reste du lemme, si le couple (E, f) convient, on pose E* = —-E et pour
x € E*, f{(x) = f(—x). Le couple (E", /) convient, et I’intervalle I correspondant est
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I' = - Il existe donc a" € I N R, tel que |f* (a*) =1et tel que lf*(x)l<1 pour

x € [0,a[. Enposant b = —a*,onabe I, b<0, |f(b)|:1 . et |f(x)|<1 pour
x € 1b,0]. 1l s’agit de montrer que b = —a. Si l’on avaita + b >0, alors 0 < -b < a,
d’ou—b e L et|f(-b) <1.Parsuite, |f(b) £ (=b)| = |f (-b)| <1, et

_ S(b)+f(=b)
1+ f(b)f(-b)
ce qui implique f(~b) = f(b), et |f (=b)|=| f (b)|= 1, contradiction.

0=f(0)=f(b+(-b))

bl

Si I'on avait a + b < 0, alors b < —a < 0, d’'olt —a € I et |f(-a)|<1. Par suite,
|f (@) f(—a)|=|f(=a)|<1 et

)= fla)+f(=a)
1-f(a) f(-a)’
ce qui implique f(~a) = —f(a) puis | f (—a)|=|f (a)| =1, contradiction.

0=£(0)=f(a+(-a)

Finalement, a + b =0, soit b = —a.
Lemme 4. On a 1 =]-2a, 2al, et pour x € 1, f(—x) = —f(x).
Preuve.

* On montre d’abord Iinclusion ]-24,2a[ < I. Soit x € ]-2a, 2a[, d’ ot % €l-a,q.

2
Alors, g elet f(g] <1, dou x= §+ % €E. Ceci prouve I’inclusion

|-2a,2a4[ c E, d’ott |-2a,24] 1.
* On montre que f est impaire sur ]-2a, 2a[. D abord, pour x € ]—a, af, |f(x)| <1,

|f(—x)|<1 etalors

f(x)+ f(=x)

0=f(0)=f(x+(—x))=m

)

d’ol f(—x) = —f(x). Maintenant, pour x € |-2a, 2al, %e |-a.a[ . d’ou

i(-3)

3]

<1,

<1, f(_gj = _f(g) . On en déduit que

()
s

fx)=
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et

o) ()

f(_-x): N 5 = N 2 =
1‘f(‘zj l‘f(z)

* On montre enfin 1’inclusion I c ]—2a,2a[ . Puisque I est un invervalle contenant

f ().

1-2a, 2al, il suffit de montrer que 2a et —2a n’appartiennent pas a I. Soit un réel & tel
que0<h<a.OnalO<a-h<a,doufla—hy’<1,et

2f(a—h)
1-f(a—h)""

En conséquence, si f(a) = 1, alors . lf)n,,l 0f(2a —2h)=+eo. Et si f(a) = -1, alors

f(2a—-2h)=

lim f(2a - 2h) = —oo. Dans les deux cas, 2a n’appartient pas a I car f est continue
h—0,h>0

sur I. On prouve de méme que —2a ¢ 1.

Lemme 5. Pour x € 10, 2a[, f(x) 20 et f(2a—x)= L

fx)
Preuve. Si x € ]0, 2a[, alors 2a —x € ]0,2a[,d’oux € Eet2a —x € E. Si’on avait
f)f2a — x) # 1, alors 2a = x + (2a — x) € E, ce qui n’est pas. On en déduit
FOfa—x) =1, s0it f) # 0 et f(2a—x)= ——.
J(x)
Lemme 6. Les réels 4a et —4a appartiennent a E et f(4a) = f(—4a) = 0. De plus,
E=R\(Q2a+4aZ)=|J]|-2a+4ka,2a+ 4ka.

ke

Enfin, la fonction f est périodique, de période 4a.

Preuve.
a N 3a a 1
*OnalO<|f| = |[<1. Dou|f|—|[=|f|2a—=|= >1
2 2 2 f(a)
2
. 3a RN
En conséquence 3a = > +— appartient 2 E, et
2
3a a a
i(y) s )
f(3a)= -2 ~~f(a)
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Il en résulte f(3a)f(a) = —f(a)* # 1, d ot 4a = 3a + a appartient a E, et

f(4a)=f(3a+a):%:

On a de méme —%EI f(—zj:—f(%j, ‘f(—— >1, —3a € E, f(-3a)

2
=—f(3a), —4a € E, et enfin f(—4a) = 0.
* Pour le second point, si x € E, alors f(x)f(4a) = f(x)f(—4a) =0,d’ou x + 4a € E et
Xx —4a € E, et par suite

E=R\(Q2a+4aZ) = J]2a+4ka,2a + 4kal.

keZ

e Pour finir, pour x € E, f(x + 4a) =f(x — 4a) =f(x).

Lemme 7. Soit ¢ ’application définie sur E par ¢(x)= tan(%).
a

1. Pour x € |-2a, 2al, si f(x) = ¢(x), alors f[%j = q{%)

2. Pour x,y € 1-2a, 2al, si f(x) = @ (x) et si f(y) = ¢(y), alors

2]

3. On suppose f(a) = 1. Pour n € N, k € [[0, 2n]], alors
k k
lra)=ol30a)

* Pour le premier point, on remarque que la fonction ¢ admet E pour ensemble de
définition et satisfait a I’équation fonctionnelle proposée. Si x € [-2a, 24, alors

Preuve.

‘g <a, d’ol f[gj <1, et par ailleurs (p(%) <1. On adonc
5)
F=s(2+ j .
(3]
Et aussi
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L’hypothese f(x) = ¢(x) se traduit par

oy) )
A3) o)

On note y = f(fj, v= qo(%), qui sont tels que |u| <1, |[v] <1. Il vient

2
0=_" ___V _(u—v)(1+uv)
- l—vz_(l—uz)(l—vz).
. X X
0 lut u =v,soit f| = [=¢|=|.
n en conclut u = v, soi f(z) (p(zj

e Pour le deuxieme point, soit x, y € |]-2a, 2a[. Alors

(5] b (3] e(5) 1 bl3)

Si de plus f(x) = ¢(x) et f(y) = ¢(y), on a

(3)ol5)r(3)-o[3)

e i(5)G) el3)l3) e
T )

2 2

<1, <1, <1.

et par suite

e Le troisiéme point se démontre par récurrence sur n € N. Cette assertion est vraie
pour n = 0. Si elle est vraie pour un n € N, soit k € [[0, 2"]].

Si k est pair, alors k=2h,h € N,0 < h <27 et par suite

atme)=slve) ol =olee)

Si k est impair, alors k =2h + 1, h € N,0 < h <27, et, d’apres le point précédent,
k 2h+1 1( h h+1
f(znﬂ ajzf( 2n+1 a)zf(a[z_na—i_ 2n a)j
B (l[£a+h+lan_ (2h+1a)_ ( k a)
- (p 2 2n 2n - (p 2n+1 - (0 211+1 *

On est maintenant en mesure de conclure.
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Théoréme.
Les couples (E, f) répondant a la question sont exactement, pour m € R”,
T kr m km
E= ———+—, 0+, f x> tan(mx).
U5 b s )
Preuve.

e Le réel a est défini au lemme 3. On a donc f(a) = £1.

* On suppose d’abord f(a) = 1. On pose

o(x)= tan(ﬂj,

da

et

F ={2ina|neN,ke[[o,2"]]}.

D’apres le lemme 7, pour tout x € F, on a f(x) = ¢(x). L’ensemble F est dense dans
le segment [0, a]. Les fonctions f et ¢ étant continues sur [0, a], on en déduit I’égalité
f(x) = @(x) pour tout x € [0, a]. Il résulte du lemme 5 que f(x) = ¢@(x) pour tout
x € [0, 2a[, puis du lemme 4 que f(x) = ¢@(x) pour tout x € ]-2a, 24 et enfin, du

lemme 6, que f(x) = @ (x) pour tout x € E. En posant m = 4£ , on trouve le résultat
a

annoncé.

* On suppose maintenant que f(a) = —1. On observe alors que le couple (E,—f)

convient. Dans ce cas, on a —f(a) = 1, d’ou —f(x) = @(x) pour tout x € E, soit
T )

f(x) = —p(x) pour tout x € E. En posant m = —4—, on trouve encore le résultat
a

annoncé.

Commentaires. Roger Cuculiere précise que cet énoncé lui a été communiqué en
2005 par Jean-Paul Petit, alors professeur en classe de Mathématiques Supérieures
au lycée Malherbe de Caen. Lui méme avait eu a traiter ce probleme en 1966, quand
il était éleve de M. Gounon, en Mathématiques Supérieures, au lycée Faidherbe de
Lille.

Autres réponses. Pour ce probléme, me sont parvenues deux autres réponses, celle
de Marie-Laure Chaillout (Epinay sur Orge) ct celle de Pierre Renfer (Saint
George d’Orques).
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