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Spirales végétales
et suite de Fibonacci,
un atelier mathématique
pour les enfants

Groupe Atelier de L’I.R.E.M. de Strasbourg(")

Introduction

Historique. Depuis plusieurs années, la Mission Culture Scientifique et
Technique (M.C.S.T.) de I’Université Louis Pasteur de Strasbourg propose des
ateliers de découverte scientifique durant les vacances scolaires a destination
d’enfants de huit a douze ans. Ces ateliers sont congus et animés par le personnel de
la M.C.S.T., mais aussi par celui d’autres composantes de I’Université Louis Pasteur :
le Musée Zoologique et le Jardin Botanique, ainsi que par les membres de
I’association Les Petits Débrouillards. En 2002, la M.C.S.T. a lancé un appel aux
différentes U.F.R.(D de I’université pour qu’elles participent plus activement aux
activités d’animation. CU.FR. de Mathématique-Informatique a répondu a cet appel
en confiant a ’'lLR.E.M. la tache de concevoir de tels ateliers.

Nous avons ainsi constitu¢ un groupe réunissant des enseignants-chercheurs de
I’université, des enseignants du second degré ainsi qu’un professeur des écoles. Le
groupe congoit des ateliers mathématiques et les teste a la fois dans le cadre scolaire
d’une école primaire et dans celui des ateliers de découverte scientifique de
I’Université.

Notre démarche. Nous savons que des musées scientifiques comme /a Cité des
Sciences et le Palais de la Découverte ainsi que des associations de vulgarisation
comme Les Petits Débrouillards organisent des ateliers scientifiques en direction des
enfants. Certains de ces ateliers traitent de mathématiques. Néanmoins, nous n’avons
pas trouvé de publication décrivant en détail leurs activités. Nous avons décidé de
créer nos ateliers de toutes pieces. Les thémes abordés ne sont certainement pas
originaux. Nous avons adopté la démarche suivante.

D’une part, nous récusons le terme de jeu mathématique et de casse-téte. Nous
avons préféré présenter les problemes de maniére plus approfondie faisant appel a la
notion de recherche plus qu’a celle de résolution. De plus, la non trivialité des

(*) Ce groupe est compos¢ de : Bénédicte Autier (College Kléber de Strasbourg), Muriel Cron
(Ecole élémentaire d’Andlau), Anne-Céline Mittelbronn (Collége La Providence de
Strasbourg), Nathalie Wach (UFR de Mathématique et Informatique, Université Louis Pasteur
de Strasbourg) et Marc Wambst (UFR de Mathématique et Informatique, Université Louis
Pasteur de Strasbourg).

(1) Unité de Recherche et de Formation.
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problémes est garantie par le rattachement a des notions fondamentales des
mathématiques.

D’autre part, bien que les themes des activités ne fassent pas partie du programme
scolaire, celui-ci a été notre outil de référence pour préjuger du niveau de
connaissance et du niveau de compétence des enfants. Ceci nous permet de proposer
nos ateliers au plus grand nombre, ne nous restreignant pas a une catégorie d’enfants
doués ou a priori intéressés. De plus, ces ateliers ont été percus par les enfants
comme des activités de recherche plus ou moins différentes du travail scolaire
habituel, ce qui permet de les proposer dans des cadres différents de I’école.

Nos objectifs pédagogiques. Nous nous placons dans le fil du Document
d’application des programmes®, ou la résolution des problémes est mise au centre
des activités mathématiques du cycle 33 du primaire. En particulier, nous proposons
des problemes de recherche dont le but est de développer chez les éléves un
comportement de recherche et des compétences d’ordre méthodologique : émettre
des hypotheses et les tester, faire et gérer des essais successifs, élaborer une solution
originale et en éprouver la validité, argumenter®.

Nous avons adopté une forme de travail par petits groupes, parfois par bindmes
généralement d’age hétérogéne (d’age du cycle 3). Lhétérogénéité confére une
certaine dynamique de travail au groupe, la discussion et la confrontation des
résultats se faisant a plusieurs niveaux. Les plus jeunes sont souvent aidés par les plus
agés de leur groupe. I’émulation des différents groupes est une motivation
supplémentaire a I’avancée du travail.

Comme nous I’avons dit plus haut, nous souhaitons que nos ateliers soient
accessibles au plus grand nombre. Des éléves en difficulté y ont pris un grand plaisir
et se sont souvent impliqués dans nos activités. Lerreur permet d’avancer dans la
recherche et d’élaborer de nouvelles hypotheses a tester.

Enfin, ces ateliers permettent de mobiliser différentes compétences notamment
I’expression orale. Les enfants décrivent leurs observations, expliquent et
argumentent leurs démarches.

Datelier Spirales végétales et suite de Fibonacci

Latelier que nous présentons dans cet article tisse des liens entre les
mathématiques et la biologie. Il est extrait d’une brochure en cours d’élaboration®
qui s’adressera en premier lieu aux professeurs des écoles, mais aussi a toute
personne désireuse de faire faire des activités mathématiques a des enfants de 8 a 12
ans. Nous espérons néanmoins que cet article puisse également étre une source
d’idées pour les enseignants du secondaire qui pourront adapter 1’activité au niveau
de leur classe.

Latelier traite des spirales végétales et de la suite de Fibonacci. Une partie de
I’activité est consacrée a 1’observation et a la reconnaissance de structures dans des

(2) Document d’application des programmes 2003 — Mathématique, Cycle 3. Collection
Ecole, SCEREN (CNDP), http: //www.eduscol.education.fr/D0048/pb_pour_chercher.pdf

(3) Cours ¢élémentaire 1, cours moyen 1 et 2.

(4) A paraitre sous forme de brochure LR.E.M. Cf. le site de 'LR.E.M de Strasbourg :
http://irem.u-strasbg.fr.
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objets végétaux. Une suite de nombres apparait naturellement : la suite de Fibonacci.
Le concept principal sur lequel nous insistons est celui de modeéle : une simplification
et une mathématisation du probléme conduisent a sa compréhension.

Latelier a été test¢ a plusieurs reprises a la fois dans le cadre d’ateliers
scientifiques organisés par la Mission Culture Scientifique et Technique de
I’Université Louis Pasteur et lors de matinées ateliers réunissant des éleves du
cycle 3. Bien qu’il effleure de nombreux thémes mathématiques importants qui
peuvent étre exploités dans un cadre scolaire plus avancé, il ne demande pas de
connaissance mathématique particuliere. Sa plus grande difficulté pratique consiste
a faire des tracés géométriques soignés.

Remarques pédagogiques spécifiques. La question des compétences requises au
déroulement de 1’atelier s’est posée. Plusieurs notions apparaissent.

En ce qui concerne les compétences, les enfants ont d :
— observer, reconnaitre un motif identique dans des situations différentes (les mémes
spirales pour des fruits et des fleurs).
— compter, surmonter des difficultés de repérage. Il fallait ne pas compter deux fois
la méme spirale, marquer les spirales déja comptées, manipuler des objets a bon
escient.
— reconnaitre une régle de calcul et/ou la vérifier sur des exemples.
— comprendre un modele schématisant un phénomeéne.
— faire un tracé a I’aide d’un gabarit d’angle en s’en tenant a la consigne de tragage
donnée.
— classer les divers tracés obtenus.

Thémes mathématiques abordés. Pour ce qui est des notions mathématiques qui
interviennent dans I’activité, il s’agit de celles de suite récurrente, d’angle, de mesure
d’angle, de nombre rationnels/irrationnels. Il est évident qu’aucune d’elles n’est a la
portée d’un enfant. Néanmoins pour la premiére il est possible d’énoncer une regle
de calcul : Chaque nombre est la somme des deux précédents. Pour la seconde, nous
avons introduit des gabarits d’angle. Le terme d’angle et la manipulation de tels
gabarits est au programme du cycle 36).

Pour ce qui est des notions de mesure d’angle et d’irrationalité, des explications
peuvent éventuellement étre données en guise de conclusion de la séance. Mais,
comme elles sont difficiles a comprendre pour des enfants de cet age, nous ne les
avons pas développées dans 1’activité a proprement parler.

Larticle reprend pas a pas la description de 1’atelier comme nous 1’avons proposé
aux enfants. Nous présentons chaque étape de 1’activité et donnons les explications
nécessaires a sa compréhension. Les explications mathématiques complémentaires
présentées dans les cadres pourront étre négligées dans une premicre lecture. Dans
une seconde partie, nous fournissons un récapitulatif sous forme d’un tableau de

(5) Le programme demande de comparer des angles dessinés par superposition ou en utilisant
un gabarit ainsi que reproduire un angle donné en utilisant un gabarit ou par report d’un
étalon. (Document d’application des programmes (cf. note (2)).
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suivi de ’atelier comme il a été réalisé lors de 1’expérimentation a Andlau ainsi que
tous les documents nécessaires a sa réalisation.

Déroulement de ’atelier et explications mathématiques

Latelier tel que nous le présentons a été testé, d’une part, dans une école primaire
lors de séances atelier qui réunissaient des éleves de cycle 3, et d’autre part, lors
d’animations scientifiques réunissant en dehors d’un cadre scolaire des enfants
volontaires de 7 a 12 ans.

Décrivons brievement le déroulement de I’atelier. Dans une premiére étape, nous
faisons découvrir aux enfants les nombres de Fibonacci dans les plantes a 1’aide de
pommes de pin, d’ananas, ... Nous avons ensuite interprété ces nombres comme les
termes de la suite de Fibonacci. Enfin, dans une troisieme étape, nous leur avons
propos¢ de modéliser le probleme en leur faisant dessiner les graines dans le cceur du
tournesol a I’aide d’un matériel adapté. Dans la seconde partie, on trouvera résumé
dans un tableau le déroulement de I’atelier a I’école élémentaire d’ Andlau ainsi que
les documents nécessaires a la réalisation de 1’atelier : photo de tournesol, gabarits
d’angles a reproduire en carton et dessins de cible servant de modele au cceur du
tournesol.

Le matériel.
— Objets végétaux : pommes de pin, cones d’épicéa, ananas, artichauts, photos de
fleurs de tournesol (document B), tétes de choux-fleurs ou de brocolis (on pensera a
vérifier qu’il ne s’est pas glissé parmi eux un monstre pour lequel le nombre de
spirales n’est pas celui attendu).
— Petit matériel pour les enfants : papier, crayon, feutres de couleur, craies, craies
grasses.
— Matériel a préparer a I’avance : gabarits en carton de plusieurs angles, dessins de
la cible, schémas déja faits (documents C a E).
— Matériel pour les animateurs : tableau, schéma du cceur de tournesol en grand
format (document C), pastilles adhésives ou aimantées ou un rétroprojecteur.

Venons-en a décrire plus en détail les différentes étapes de I’activité en expliquant
les phénomenes et les mathématiques en jeu. Rappelons que les textes encadrés
peuvent étre omis dans une premiere lecture.

La phase d’observation, les spirales végétales. De nombreuses plantes ou fruits
présentent des structures spiralées. Il suffit d’observer un cceur de tournesol, un
ananas, une pomme de pin, un artichaut, un chou-fleur, ... pour apercevoir des
spirales a leur surface : du centre du tournesol, de la base de la pomme de pin ou de
I’ananas, du sommet du chou-fleur partent deux familles de spirales constituées par
des graines ou des écailles, les unes s’enroulant dans un sens et les autres dans I’autre
sens. Lorsqu’on les compte, on s’apergoit qu’il y en a 3 dans un sens et 5 dans ’autre
ou 5 dans un sens et 8 dans ’autre ou 8 et 13 ou 13 et 21 ou 21 et 34... Par exemple,
dans les photographies suivantes, on dénombre 21 et 34 spirales pour le tournesol et
8 et 13 pour la pomme de pin.
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Ceeur de tournesol Pomme de pin

La premiere étape de 1’atelier consiste & observer les fruits et les plantes :
pommes de pin, brocolis, ananas, artichauts, fleurs de tournesol. Il est possible de
faire les observations sur des photographies. On demande aux enfants d’observer les
écailles ou les graines. On peut leur demander de s’intéresser a leur répartition et
faire un schéma de celles-ci.

Le comptage des spirales. Lorsque les spirales sont identifiées, on leur demande
de les compter. Pour les photographies, afin de faciliter le comptage, ils peuvent
surligner les spirales au fur et a mesure, pour les fruits réels, marquer les spirales a
I’aide de marqueurs ou de craies.

On rassemble ensuite les résultats : 3 et 5 pour le brocoli et certaines pommes de
pin, 5 et 8 pour certains ananas, les artichauts, les choux-fleurs, les pommes de pin
plus grosses, 8 et 13 pour les gros ananas, 21 et 34 sur les photographies de tournesol.

La science qui s’occupe de I’étude de la forme des végétaux s’appelle la
phyllotaxie. Deux botanistes allemands du début du dix-neuviéme siécle, Schimper
et Braun, firent des mesures exactes de la position des feuilles sur les tiges de
certaines plantes. D’autres €tudes faites en France a la méme époque par les freres
Bravais donnerent des résultats similaires, a savoir que I’on peut relier les feuilles par
deux familles de spirales, appelées parastiches, tournant en sens opposé 1’'une de
I’autre. Le nombre de spirales tournant dans un sens et le nombre de celles tournant
dans I’autre forment les couples (3, 5), (5, 8), (8, 13), (13, 21), (21,34), ... C’est le
méme phénomene qu’on retrouve dans le cceur des tournesols, les écorces des
ananas, les écailles des pommes de pin. Dans une fleur, comme le tournesol ou la
marguerite, un pétale se développe au bout d’un parastiche. Le nombre de pétales est
donc égal a celui des parastiches et donc également a I’un des nombres 5, 8, 13,
21, ...

Ces nombres 3, 5, 8, 13, 21, ... sont les premiers termes de la suite (1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, ...) dont un terme s’obtient en additionnant les deux termes précédents (par
exempleona3=1+2¢ct5=2+3ct8=3+5, ...). Cette suite porte le nom de
Leonardo Pisano (1170-1270) dit Fibonacci qui fut le premier a la définir.
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On demande aux enfants de trouver la regle régissant la suite et éventuellement
calculer quelques termes supplémentaires. On peut leur parler de Fibonacci.

Suite de Fibonacci et nombre d’or. La suite de Fibonacci bien que relativement
simple a définir a plusieurs propriétés remarquables. Uune d’entre elles est sa
relation avec le célébre nombre d’or. Ce nombre est défini comme le rapport de
deux longueurs AB et BC ou A, B et C sont trois points alignés placés de telle

. AB AC . .
maniére que les rapports de longueurs e et B soient égaux comme |’illustre

la figure 1.
A C B
L ] L] L
(fig- 1)

Pour de nombreux artistes, dans une tradition remontant a 1’ Antiquité, 1’alignement
ainsi formé est le plus harmonieux qui soit. La proportion qui réalise cette

AB_ s+l

AC 2
généralement noté @. Il s’agit d’un nombre irrationnel, c’est-a-dire qu’on ne peut

configuration est . Ce nombre est appelé nombre d’or et

I’obtenir sous la forme d’un rapport P e deux nombres entiers p et g. On peut en

donner une valeur approchée : ¢ = 1.618 033 988 7 avec une précision de 10
chiffres apres la virgule.
Evaluons les rapports de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci :

3 5 8 13

2:2 , —=15; ==166;, —=1,6 ;, —=1,625 ;
1 2 3 5 8

2z1,6153 ; ﬁ'~~«1,61904 ; £z1,6176 ; §z1,61818 ;
13 21 34 55

Ez1,61797 ; gz1,61805 ; 3221,618025 ; @:1,618037 S
89 144 233 377

. 2 3 5 8 13 .
On constate (et on peut démontrer) que 1°5° 35 g forment une suite

2737578
dont les termes vont étre des valeurs approchées du nombre ¢, d’autant plus
précises que les termes consécutifs de la suite de Fibonacci sont grands.

La modélisation de la pousse des graines. On explique ensuite aux enfants la
modélisation de la pousse des graines dans le tournesol (voir les explications ci-
dessous). Il est possible d’introduire le modele en leur posant des questions sur le
sens de pousse des graines dans le cceur de la fleur. On utilise une cible constituée de
cercles concentriques sur lesquels il s’agit de placer les graines a un moment donné
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de la pousse. Il faut leur expliquer que les graines apparaissent successivement au
centre de la fleur puis migrent lentement vers le bord. Ainsi la graine la plus ancienne
apparue est située le plus loin du centre. De plus chaque graine apparaissant forme
un angle constant avec la précédente. On peut utiliser des pastilles aimantées de
couleur pour illustrer la dynamique de la pousse au tableau ou montrer les différentes
étapes en superposant des transparents sur un rétroprojecteur.

Pour comprendre ce qu’il se passe, nous proposons un modele simplifié de la
pousse des graines dans un cceur de tournesol. Les botanistes nous apprennent que
les graines se développent 1’une aprées 1’autre au bord d’un petit disque central qu’ils
nomment [’apex. Lorsqu’une graine pousse sur le bord de 1’apex, on a
expérimentalement constaté que la suivante va se développer sur le bord de ce petit
disque central a une distance angulaire constante de la précédente. Au fur et a mesure
du développement de la fleur, les graines s’éloignent de 1’apex en migrant
radialement vers I’extérieur.

[H]

S

Apex J{\J-
\"‘,f'\;' s

Instant 0 Instant 1

ow

Instant 2 Pnslt-a.'}z-t 3

Le schéma de la pousse des graines pour un angle o (fig. 2)

Dans le schéma ci-dessous (figure 2), on a numéroté les graines symbolisées par
des points dans 1’ordre de leur apparition en commengant par 0 et en supposant que
la vitesse de croissance est constante. La graine la plus ancienne qui porte le numéro
0 est celle qui est située le plus a I’extérieur de la configuration. Imaginons que nous
observons la pousse a des instants successifs et réguliers. Chaque dessin de la figure
2 correspond a 1’un de ces instants. A I’instant 0, la graine n® 0 apparait sur le bord
de ’apex. A Dinstant 1, cette premiére graine a migré vers I’extérieur et la graine n®
1 est apparue sur le bord de I’apex a un angle o de la premiére. A l'instant 2, les
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graines n® 0 et n® 1 ont migré vers I’extérieur alors qu’une graine n°® 2 est apparue
sur le bord de I’apex a un angle o de la graine n® 1, ... Les cercles concentriques ne
servent qu’a marquer 1’éloignement des graines du centre aux instants réguliers
d’observation. D’un instant a 1’autre, les graines s’¢loignent vers I’extérieur en se
plagant sur le cercle suivant et une nouvelle graine apparait au bord de 1’apex.

Les botanistes ont constaté que la position d’apparition de la nouvelle graine est
déterminée par la position de la graine qui la précéde. Langle que fait une nouvelle
graine avec la précédente est constant. Il en résulte que les angles que forment les
positions des graines successives par rapport au centre ont tous la méme mesure
(nous 1’avons notée « sur la figure 2). Il est remarquable que ce soit le méme angle
qui se retrouve presque systématiquement en phyllotaxie, qu’il s’agisse de la pousse
des feuilles autour d’une tige, des graines dans le cceur des tournesols, des écailles
de la pomme de pin, ...

On appelle cet angle I’angle d’or. 11 est fortement li¢ au nombre d’or : en effet,

sa mesure en degré est %x 360° =222,492 2°.

La réalisation des dessins par les enfants. On distribue des cibles vierges et on
leur demande de réaliser le dessin des graines a 1’aide de gabarits en carton. On
dessine une graine sur le cercle extérieur d’une cible. La seconde graine est située sur
le cercle suivant en comptant de I’extérieur vers I’intérieur. On se sert du gabarit dont
la pointe est posée sur le centre de la cible pour dessiner la graine suivante. On
recommence en prenant la derniére graine dessinée comme nouveau point de départ.
11 faut faire attention a toujours tourner dans le méme sens. Les graines pourront étre
numérotées partant de 0 et a partir de I’extérieur. Lorsque toutes les graines sont
placées, il reste a tracer les deux familles de spirales a 1’aide de deux feutres de
couleurs différentes. Chacun réalisera au moins deux dessins. Les gabarits
reprendront 1’angle d’or, un angle de mesure rationnelle, et un angle de mesure
irrationnelle qui n’est pas I’angle d’or.

Les dessins obtenus seront tres différents selon le gabarit choisi. C’est ce que
nous expliquons maintenant.

Les trois schémas suivants représentent des modélisations du phénomeéne avec
trois angles différents©).

Dans le premier cas (figure 3), la mesure de I’angle est une fraction rationnelle

3
(7) de 360°. Au bout de sept tours, une nouvelle graine se développe exactement a

I’endroit ou est apparue la premiére. Le phénomene se reproduit en donnant sept
lignes droites de graines. Une configuration similaire d’un nombre g de lignes

apparaitrait avec n’importe quel angle dont la mesure est une fraction irréductible L
q
de 360°.

(6) La vitesse d’¢loignement du centre des graines est supposée constante.
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Le schéma de la pousse des graines pour un angle de mesure %x 360° (fig.3)

o 2
L
10 ®
®
14
. @
g L & .13
]
b *
. . . .9
7@ » Py
g 0 *
& o
* ®
. 5
11 ° ®
’ 1
15 ¢
e &
n. 12 )
[ ]
g 8
4
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Le schéma de la pousse des graines pour I’angle d’or de mesure X~ "~ y 360°
2

(fig-3)
Dans le second cas (figure 4), on a choisi un angle de mesure irrationnelle, c’est-

a-dire un angle dont la mesure n’est pas du type £ % 360°. Dans notre exemple
q

I’angle est de mesure \/g x360° . Ici apparaissent des parastiches, il y en a 4, bien
visibles, dans un sens et 11, un peu moins visibles, dans I’autre. Mais, comme on le
constate, cela ne ressemble pas a un tournesol et les nombres de parastiches ne
forment pas un couple de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci.

Le troisieme exemple (figure 5) est plus proche de la configuration du cceur de
tournesol. Ici, I’angle est I’angle d’or, c’est-a-dire un un angle de mesure

\E ~1 % 360° - On distingue bien 8 spirales dans un sens et 13 dans I’autre. C’est le
2

cas qui se produit dans la nature.

Remarque. On remarque qu’il est possible de former plusieurs familles de
spirales tournant dans un sens donné. Par exemple dans la figure 5, on peut
considérer la spirale (0, 5, 10, 15, ...) et la spirale (0, 13, ...). En fait dans la nature
les parastiches sont constitués de chaines de graines attenantes et orientées. Qu’une
famille soit plus visible qu’une autre doit dépendre de facteurs comme la vitesse de
la pousse et du nombre de graines. Néanmoins, quelle que soit la famille la plus
visible, le nombre de parastiches est toujours un nombre de la suite de Fibonacci.
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On met ensuite en commun les observations recueillies. Si besoin est, il est
possible de distribuer des dessins faits a I’avance. Il restera a reconnaitre les dessins
ressemblant le plus au tournesol et a compter le nombre de spirales. On peut ensuite
essayer de comprendre pourquoi, pour I’angle de mesure rationnel, les graines sont
alignées et pas pour les autres. On peut aussi parler de la mesure de 1’angle, de
nombres fractionnaires ou rationnels, de nombres irrationnels, ...

Enfin, pour clore I’atelier avec une tache simple et pour que chacun puisse
repartir avec un dessin réussi, on peut distribuer un schéma (document E) du type de
celui de la figure 5 ou ils pourront tracer les spirales en joignant les graines.

Angle d’or et suite de Fibonacci. Deux physiciens frangais S. Douady et Y.
Couder (voir la bibliographie) ont expliqué pourquoi cet angle apparaissait
naturellement dans le processus de développement des plantes a partir de principes
simples. Mais ceci n’est pas notre propos. La question a laquelle nous pouvons
répondre est pourquoi les nombres de parastiches sont-il égaux a deux termes
consécutifs de la suite de Fibonacci ? Regardons plus attentivement le dessin des
parastiches sur le schéma de la (figure 6).

Visualisation des parastiches pour [’angle d’or (figure 6)
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Considérons le parastiche joignant les points 0, 13, 26 et 39. Appelons-le p,,. On
obtient tous les autres parastiches de méme sens par rotation de celui-ci. Les
numéros des points les composant se déduiront simplement de ceux de p, par
I’ajout d’un nombre entier. Si on appelle p,, p,, ... les parastiches qui commencent

respectivement par les points de numéros 1, 2, ..., on obtient le tableau :
Numéro des points Numéros des points
Py 0132639 qo: 02142
py: 1142740 q,: 12243
py: 2152841 qy: 22344
Py 11243750 qi: 1940
P 122538 Gy - 2041

Le second tableau est celui de la famille de parastiches qui s’enroulent dans
l’autre sens et que nous avons appelés g, g, . . . .

En ce qui concerne le nombre de parastiches de chaque famille, il suffit de
s’intéresser au quadrilatére de sommets 0, 13, 21 et 34. Regardons le point 0. Les
points les plus proches de lui sont les points 13 et 21. Pour déterminer le nombre de
parastiches dans chaque famille, il suffit de remarquer que le point 13 est le premier
qui n’est pas au bout d’un parastiche de type p. Les points suivants seront également
a DVintérieur d’un parastiche de type p. Par ailleurs, le point 21 est le premier qui
n’est pas au bout d’un parastiche de type ¢. Il y a donc exactement 13 parastiches
dans un sens et 21 dans I’autre. La régle générale est la suivante.

Les nombres de parastiches dans chaque famille sont égaux aux numéros des
deux points situés le plus prés du point de numéro 0.

Cette régle s’applique quel que soit I’angle dont la mesure est une fraction de
360° (considérez les figures 4 et 5). En revanche, elle n’explique pas pourquoi, dans
le cas de I’angle d’or, ce sont les nombres de la suite de Fibonacci qui apparaissent.

En fait, il faut comprendre pourquoi les points les plus proches du point 0 sont
ceux qui ont des numéros fibonacciens.

Rappelons que lorsque la mesure de 1’angle de rotation est du type LN 360°,
alors le g-ieme point est aligné avec le 0-i¢éme et le centre de la fleur comme le
montre la figure 3. De plus ce g-iéme point est tres proche du 0-iéme. Imaginons
que la mesure de I’angle ne soit pas une fraction, mais qu’il existe un couple de

nombres (p, q) tels que P 5 360° soit trés proche de la mesure 1’angle en question.
q

Le g-ieme point ne sera pas exactement aligné avec le 0-iéme et le centre, mais
presque et il sera en tout cas proche du 0-iéme point. Pour I’angle d’or de mesure

$><360°, il y a plusieurs couples (p, q) tels que P % 360° soit proche de
q

APMEP
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$X360° , précisément les couples (2 3), (3 5), (5 8), (8 13), ... constitués de deux

termes consécutifs de la suite de Fibonacci comme nous 1’avons expliqué au
paragraphe 2. Par conséquent, les points les plus proches du point n® 0 sont les
points n® 3, n® 5, n® 8, n® 13, n® 21, n® 34, ... comme on le vérifie dans les figures
5 et 6. Les numéros des deux points les plus proches du point n® 0 dépendent de
parametres comme le nombre total de points et la vitesse d’¢éloignement du centre,
mais ce sont toujours deux nombres consécutifs dans la suite de Fibonacci. Plus
précisément, par un calcul, on peut montrer que rechercher les points les plus
proches du point n® 0 revient encore a rechercher les nombres entiers & tels que
I’expression

g(k)" +g(0)* ~2g(k)g(0)cos(k x a)
soit minimale, la lettre o désignant la mesure de 1’angle que fait une nouvelle graine
avec la précédente et g(k) la distance du point de numéro k au centre de la fleur. Ces
minima sont précisément donnés par deux termes consécutifs de la suite de
Fibonacci lorsque 1’angle est 1’angle d’or.

Bibliographie

— Un article de Stéphane Douady et Yves Couder expliquant la présence de
I’angle d’or en phyllotaxie : La physique des spirales végétales, in La Recherche 250,
janvier 1993, volume 24.

Il existe d’innombrables sites consacrés a la suite de Fibonacci, au nombre d’or
et aux spirales végétales sur la toile. Nous en proposons quatre que nous jugeons
intéressants.

— En guise d’introduction, un excellent site consacré a un T.PE. d’¢leves de
terminale du Lycée Romain Roland d’Ivry-sur-Seine (2001/2002) : Les spirales du
tournesol,
http: //tpe.tournesol. free. fr/tournesol. htm

— Un site hébergé par I’Université Libre de Bruxelles a propos des nombres de
Fibonacci dans la nature : Les mathématiques dans la nature, les nombres de
Fibonacci,
http: //www.ulb.ac.be/soco/matsch/recherche/22/fibonacci/fibonacci.htm

— Une page a télécharger sur le site de la Commission Romande de
Mathématique : Fibonacci et le nombre d’or en botanique,
http: //www.sspmp.ch/crm/telecharger/Fibonacci.pdf

— Un site britannique trés documenté et hébergé par 1’University du Surrey a
Guildford : Fibonacci Numbers and Nature,
http: //www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat2.html
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Les documents nécessaires a la réalisation de ’atelier

Document A. Le tableau de suivi.

Les tableaux reproduits dans ce document décrivent les séances d’atelier telles
qu’elles se sont déroulées lors de leur expérimentation a 1’école élémentaire
d’Andlau durant ’année scolaire 2002/2003. Ils permettent de se représenter une
possibilité de mise en oeuvre des ateliers. Le temps donné pour chaque phase est
purement indicatif.

Document B. Une photographie de tournesol

Cette photographie volontairement en noir et blanc est distribuée aux enfants en
phase d’observation. Ils peuvent y tracer les spirales au feutre de couleur afin d’en
compter le nombre.

Document C. Les cibles vierges

Ces figures sont constituées de cercles concentriques tels que deux cercles
voisins soient a une distance constante 1’un de 1’autre. Les enfants se serviront de ces
cibles pour y tracer les graines de tournesol en s’aidant des gabarits. La premiére
figure comporte 20 cercles et la seconde 34. Nous avons congu ces figures en couleur
en alternant la couleur d’un cercle a I’autre. Cela permet de distinguer deux cercles
voisins et facilite grandement le tracé.

Document D. Les gabarits d’angle

Ces modeles de gabarits peuvent étre reproduits sur du carton et découpés. Les
enfants s’en serviront pour placer les points qui représentent les graines a un angle
constant les unes des autres. Chaque gabarit correspond, dans un sens que nous
expliquons ci-dessous, a un angle de mesure o X 360° ou « vaut respectivement

% , % , «/g -1, «/5—1 et %: % .Chacun de ces nombres est reproduit sur le

gabarit correspondant.

Comme toutes les mesures d’angles en question sont supérieures a 180°, nous
avons construit des gabarits d’un angle complémentaire. Cela ne change
naturellement pas le tracé. Uangle de chaque gabarit a donc comme mesure réelle
360° — a x 360° ou o est le nombre qui est inscrit sur sa face.

Document E. La répartition des graines avec ’angle d’or

Cette figure est le tracé des graines avec ’angle d’or. Elle a été distribuée en fin
d’atelier afin que les enfants y visualisent les deux familles de spirales a ’aide de
feutres de couleur et comptent le nombre de spirales de chacune.

En annexe, nous reproduisons le Document A. Les autres documents sont
teléchargeables a I’adresse :
http ://www-irma.u-strasbg.fr/~wambst/Irem/Atelier/brochure.html
1ls se trouvent sous la rubrique « L'article pour le bulletin de ’APMEP ».
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Les spirales du tournesol
Déroulement de ’atelier en cycle 3 a I’Ecole élémentaire d’Andlau en 2002/2003

Premiére séance - 2

Est-ce que vous avez une remarque a faire ?

Temps Phase Déroulement, consignes données (en italiques) Réaction des ¢éleves, remarques
10 min.
Travail Et si nous comptions le nombre de courbes qui vont dans Certains enfants se sont « emmeélés les crayons ». Ce n’est
commun | un sens puis celles qui vont dans I’autre sens ? pas facile d’avoir les deux couleurs sur le méme dessin.
collectif Tracez la ligne au feutre en méme temps que vous comptez | 1l faut prévoir deux photocopies, I’'une pour compter les
pour ne pas compter deux fois la méme ligne. courbes senestres et 1’autre pour les dextres.
Changez de couleur quand on change de direction. Plusieurs enfants ont néanmoins trouvé les bons nombres.
On leur a conseillé de partir de I’extérieur pour les tracer
plus facilement.
Travail Les résultats du comptage (21 et 34) ont été écrits au | L'institutrice a rajouté que le nombre de courbes dépendait
collectif | tableau. Préciser que le nombre de courbes varie en fonction | de la taille de la fleur de tournesol et indiqué le nombre pour
de la taille du tournesol. des tailles différentes (par exemple 34 et 55 ou 55 et 89 ou 89
et 144). Ceci a été écrit au tableau.
10 min.
Observation| Nous allons maintenant compter les spirales (dans les Il y a eu des problémes de comptage pour I’artichaut et les
et travail | deux sens) qui se trouvent sur la pomme de pin, sur I’ananas petites pommes de pin. Mais au moins un groupe a trouvé le
par deux | et sur I'artichaut. résultat escompté : artichaut et pomme de pin : 5 et 8.
Vous allez noter sur la feuille les nombres que vous | Certaines pommes de pin : 3 et 5. Ananas : 8 et 13.
trouvez.
Utilisez la craie pour ne pas compter deux fois la méme
courbe.
5 min.
Mise en Les résultats ont été confrontés, validés puis notés au
commun | tableau. Tous les couples de nombres de courbes sont notés
collective | au tableau.




775

"J1809,p 9[3ue QW [ Jueoddsar

ud 9yIns ap 1sure 39 arrwaid ef g 1rodder ted 11809 p

J[3uB UIL)ID UN J9AB JUBAINS O[OIAD 9] INS IPUOIAS

B[ 19 ‘@nuad np 9u31o[9 snid 9] 9[0109 J] INS AQUISSAP
©I0S QureId a1Qrwaid e @ ISUIE QUINSYI SUOAR SNON

j Analf v} ap An02 2] suvp sap.a1ds ap svd JivLi2A

au 1o : 99121 919 1SSne & Juop9dId B[ doAR oQuUSIE
QuUILIS oUN O9AB 9[010 dP JUSWASUBYD AP OPI/]

] 2ono.4) 110428 4napf v] : Juowepider

Zosse 99)2[a1 919 B 9[0120 SWQUWI NP JPPI,[ ‘OIUBAINS
surers e| jreredde no aoses op uopsenb ey y

*9)INS B SUBP JUOIISI[IN SHUBJUS SO] anb
[QLI91BW 9 ‘SaNbLIIUIU0D $9[0100 SI[ 39 9[Sue, P JLIBQEST UN JONUON
"2]3UD UIDLIDD UN JUDAINS 2JUdP2d2.4d v] p 1i10ddp. Avd 22]D22P
DADS 12 JURLR[JIP 2]2420 UN NS 2AN04) S UIDA3 anbpy)) : oQUUOP
919 © UONN[OS B[ ‘UOISSNISIP SAIAY ; apuodas vy auw.vddp va no
‘sonbroudew sjonbe) op opre, | € oureid a1Qrwaid
e[ Juederd £ uo sonbLudOU0d SI[0190 Op BWIYYDS UN JSIUN B U
“INQ[J B[ Op PIOq Ne ISUIE JANOI) OS
Juuoroue snjd e[ dureisd e "ploq 9 SIOA sQUUIOUE S9] dssnod 30 IndfF

tales et suite de Fibonacc

égé

’

Spirales v

B[ op onuad ne jreredde oureid ofjoanou aun nb onbijdxo 919 € ] JjueAIns
"PI0q 9] SI9A .12]22[2 JUOJ 35 10 AN ] Ted ¢ assnod nayf v] pupnb auip.3 ajjpanou vy jpivddp 1O Bl EN
Ju2a1L1p SAUTRIS SI] anb 99pI,[ B 9IQUYPE JUO SaNNE SI “SouInIS 520 2P e[ ap
‘sjuejud xnap op suonedijdxe sof saIde SN pI0q | uoyrmddn,p 24pio,] ans iouuoysanb as piogn, p Iy 1 Do N0 IADIR |
ne ourerd aiQrweld e[ op 990 dwiwod onredde 1so "SouInA3 2] Juvjuasa.idai ua josauinoy | p yload
Inofy e[ op onued ne duress dxRrwoeld Bl op 0PIT | op unoyf oun douissap SUO|D SnOU 4d1jap,] 2P NS D] SUD WASIN | gru
Xnap e
uoneIyLIA
sind
"9)Ins B[ 9p saiquiou s1arwald s9f 1nod IFLIPA JUO SIAQ[Q s9 sind | unwWwod
‘S9IqUIOU SO 21JUS UOIIL[AI B JUSWI[BIO JOJUOUS JIBJ B 9JLIMINSUL, T ud ISIA[
‘1811
D] 2p S2UqUIOU S2IND $2] D2AD anblignf 2432 svd nad au 2181 23320
ap 24quiou un 1s Zapan3ay : AIIP INJ| WIS SadNnoIT surerad 1§
JUDAINS
"9)[NOLJIP SUBS JIJLIIA JUO SNOY, | 24quiou 3] n4as janb aonbipul, w p 1o 124N0.4) D] 2P IPUDUIP SNOA
"OpIe,] Op UI0S9Q N JUO SAINE S “UIWL ¢ P SUIOW | ‘S2.4quiou §20 SN0} 2.4jU2 UOLD]2L dUN 2]S1XD | “NEI[CL) NE LI 919 B
ud 2AN0N JUO (O¢ IS §) SAAQ[Y sanbjan) “sarquiou Lo -PP1-68-SS-$€-17-€1-8-GS-€-¢C xnap aed
SO oNud udI 9] 9Anox sed e U d9[qe) duUN I[NAY 1 soIquIOU 9P 9)INS B AYIIYIIY
UIN ST
sonbiewal ‘SOAQ[Q SOP UOIIOBYY (sonbryer o) SOQUUOP SAUSISUOD YUIWNOII( aseyq sdwa]

€ - 9UEIS AW

€007/Z00T U2 NB[PUY P SITBJUSWI[) A]00F[ & € J[OAD UD IAT[3FE, 3P JUSWI[N0I9
[0sduIno) np safeards s

APMEP
n© 455




APMEP
n® 455

Dans nos classes

776

Les spirales du tournesol
Déroulement de ’atelier en cycle 3 a I’Ecole élémentaire d’Andlau en 2002/2003

Seconde séance - 1

Qu’avons-nous remarqué ? Quelle relation liait tous ces
nombres ?

Les premiers nombres de la suite de Fibonacci ont été
réécrits au tableau et il a ét¢ demandé aux ¢leves de retrouver
les suivants.

La relation qui existe entre les termes de la suite a été
rappelée oralement.

Qu’allons-nous faire aujourd’hui ? Comment tracer les
spirales ?

Les explications du mod¢le de la pousse des graines ont été
redonnées a ’aide d’une affiche représentant des cercles
concentriques. Linstitutrice a montré comment tracer les
graines a ’aide du gabarit d’angle.

Elle a insisté sur le fait qu’il faut tracer des traits (a grossir
par la suite), qu’il faut placer I’angle sur le centre et qu’un de
ses cotés doit reposer sur la derniere graine tracée.

Attention ! On doit toujours tourner dans le méme sens !

Temps Phase Déroulement, consignes données (en italiques) Réaction des éleves, remarques

10 min. . , . . . . s s
Rappel Qui peut me rappeler ce que nous avons observé la fois | Les enfants se souvenaient bien de ce qui avait été fait la
collectif | derniére ? semaine derniere.

La relation entre les nombres a ét¢ mémorisée par le plus
grand nombre. La difficulté résidait dans la fagon de
I’exprimer a 1’oral : beaucoup utilisaient un exemple.

Certains enfants se souvenaient que la graine la plus
ancienne se situait sur le cercle extérieur et que chaque
nouvelle graine apparaissait sur un nouveau cercle.
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Les spirales du tournesol
Déroulement de I’atelier en cycle 3 a I’Ecole élémentaire d’ Andlau en 2002/2003

Seconde séance - 3

Vous allez tracer les deux séries de courbes sur le modele
que je vous donne.

Temps Phase Déroulement, consignes données (en italiques) Réaction des éleves, remarques
15 min.
Mise en Plusieurs tracés soignés de différents gabarits d’angle ont | Le tri concernant les fractions a été assez difficile car les
commun | été choisis et affichés, péle-méle, au tableau. tracés des enfants étaient assez imprécis, ce qui a donné une
collective Comment classez-vous ces dessins ? catégorie tracés inclassables.
Deux enfants sont allés au tableau effectuer leur Linstitutrice leur a montré des tracés précis fait a 1’avance
classement et 1’expliquer. pour 2/7 et 3/5.1ls en ont déduit que ces tracés étaient
Qui w& d “qucw& g QS ne l'est pas 7 Pourquoi ? différents de ceux relatifs a )\w s )\WL et )\W|m car les
Le débat s’est installé. . . (. .
lignes de graines étaient droites et non courbes.

Le tri des tracés relatifs a )\w s )\w —1 et )\w —2 a aussi
posé probleme. 11 a fallu vérifier que le nombre de branches
de la spirale était le méme pour tous les gabarits de ce
groupe.

11 restait donc les tracés relatifs a % sachant que
certains avaient tracé les deux familles de courbes et les
autres non. Mais ces tracés avaient été exclus de la catégorie
précédente car le nombre de courbes était plus grand. Les
enfants qui avaient oubli¢ de tracer une famille de courbes
I’ont remarqué et ont corrigé par la suite.

Cette discussion a été tres riche !

10min. ) . , o A5-1 )
Tracé Le modele de tracé avec le gabarit 2~ des graines de Pour certains enfants, il est encore difficile de voir les deux
individuel et et e 2 , .| séries de courbes, I’'une est facilement visible, pour I’autre, il
coloriage la fleur de tournesol a été distribué (chaque enfant ne 1’avait faut les aider 4 tracer la premicre courbe de la séric.
JA . . p
suivant le ﬁWm tracé a I'aide des cercles concentriques et du gabarit Cela les aide de leur dire de choisir la graine (de la courbe)
temps d"angle). qui se trouve le plus a I’extérieur et de tracer en allant

jusqu’au centre.




