Constructions géométriques

J.M. Arnaudies et P. Delezoide

Cette présentation fait suite a un article paru dans le bulletin 446 de
’APMEP, qui présente un historique des constructions géométriques impossi-
bles a la régle et au compas, mais réalisables par intersections de coniques. Elle
complete l'article paru dans le bulletin 447 dont 'objectif était d’apporter des
démonstrations précises de non constructibilité a la regle et au compas. Dans
cette présentation-ci 'origine algébrique de la construction de I’heptagone
régulier est expliquée de maniere plus détaillée; on trouvera aussi des cons-
tructions analogues des 13 et 17-gones réguliers. Enfin nous terminons par
une discussion de la complexité au sens de Lemoine d’une construction du
17-gone régulier.

§ 2 Apergus algébriques
2.1 Caractérisation algébrique de la constructibilité a la
regle et au compas

Introduction

On se place ici dans un plan affine euclidien. Il sera question principalement
de constructibilité et de non constructibilité a la regle et au compas dans cette
partie. Les termes “constructibilité” ou “constructible” sans précisions devront
étre pris en ce sens.

L’objectif de ce qui suit est en particulier de distinguer les angles qui sont
trisécables a la regle et au compas de ceux qui ne le sont pas. On peut con-
sidérer qu'un angle est la donnée du centre O d’un cercle et de deux points
A et B sur le cercle; un tel angle peut étre trisécable a la régle et au compas
a partir de O, A, B sans que B soit constructible a partir de O et de A. De
maniere générale, une figure géométrique peut étre déterminée par un ensem-
ble de points, les points initiaux, fixés arbitrairement, et on se pose la question
de savoir si tel ou tel point déterminé par les points initiaux est constructible
a la regle et au compas a partir de ces points initiaux.

Nous voulons caractériser les points constructibles a partir des points ini-
tiaux par les propriétés algébriques de leurs coordonnées; mais alors se pose le
probleme de savoir dans quel repere. Il est clair que le repere choisi doit étre
lié aux points initiaux. D’autre part il serait absurde de lier la constructibilité
de tel ou tel point a des propriétés directement métriques; si un point est con-
structible & partir d’'un ensemble de points initiaux, ils le sera tout autant si
on multiplie toutes les distances par ¥/2 ou par 7. Nous verrons dans la suite
quels repéres utiliser.
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Constructibilité a la regle et au compas

Définition 2.1

Soit D une partie du plan affine euclidien; une droite sera dite définie a
partir de D si elle passe par deux points de D distincts. Un cercle sera
dit défini a partir de D si son centre appartient a D et s’il passe par un
point de D .

Définition 2.2

Soit D un ensemble de points du plan; un ensemble D’ est dit directement
constructible a partir de D s’il existe deux figures distinctes Fi et Fj
(cercles ou droites) définies a partir de D telles que D' C DU (Fy N Fy).

Définition 2.3

Une suite finie (Dy,...,D,) de parties du plan telle que pour tout k €
[1,n—1], Dy C Diy1 et Dyy1 est directement constructible & partir de
Dy, , sera appellée une construction géométrique.

Définition 2.4

Soit D une partie du plan; un point M du plan sera dit D-constructible
s’il existe une construction géométrique (Dy,...,D,) telle que Dy C D
et M € D,,. Une partie D' du plan sera dite D-constructible si tous ses
éléments sont D-constructibles.

Remarque : Avec cette définition, il est clair que si D et D’ sont deux
parties du plan telles que D C D', tout point D-constructible est aussi D’-
constructible.

Afin de ne pas alourdir cet exposé, nous admettrons le théoreme suivant,
qui est d’ailleurs intuitif.

Théoréme 2.1

Soit D une partie du plan et D’ une partie D-constructible, tout point
D'-constructible est aussi D-constructible.

Constructibilité par intersection de droites de cercles et
de coniques

Rappelons que par 5 points du plan, dont trois quelconques ne sont pas
alignés, passe une conique propre (c’est-a-dire qui n’est pas réunion de droites)
et une seule. Les définitions relatives a la constructibilité par intersection de
droites, cercles et coniques peuvent étre calquées sur les définitions relatives
a la constructibilité a la regle et au compas, a la différence pres que dans la
définition de la D-constructibilité directe, on s’autorise a utiliser, en plus des
droites et des cercles définis a partir de D, les coniques propres passant par
5 points de D .



Extensions quadratiques

Proposition 2.1
Soit K un sous-corps de R et d € K, d >0 et v/d ¢ K. L'ensemble
des réels de la forme X\ + pv/d, ou (\ p) € K?, est un sous-corps de R.
Ce corps est noté K(\/d), c’est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration:

L’ensemble K (\/E) est le sous-K-espace vectoriel de R engendré par 1 et
Vd; il est de dimension 2. C’est un sous-anneau car 1= 1+0x+vd € K(V/d),
et pour tous A1, Ao, 1, e dans K :

()\1 + U1 \/E)()\g + U2 \/ﬁ) = M A2 + pipod + ()\1#2 + )\2#1)\/8 S K(\/ﬁ) .

Soit & = A+ +/d non nul (avec A et u dans K ), ce qui équivaut a (A, u) #
(0,0) et entraine A — uv/d#0; on a :
1 1 \—pVd
- = = € K(Vd
T N+p/d N —p2d (Vd)
L’ensemble K (v/d) est donc un sous-corps de R.
Définition 2.5

Soit K un sous-corps de R, les corps K(\/E) ,ou d est un élément positif
de K et Vd ¢ K , sont les extensions quadratiques réelles de K .

Repéres géométriques et tours d’extensions quadratiques

Définition 2.6

Un repére du plan affine euclidien sera dit géométrique s’il est orthogonal
et si ses vecteurs de base sont de méme norme.

Proposition 2.2

Soit %R un repére géométrique et A1 et As deux points distincts dont les
coordonnées dans R sont dans un sous-corps K de R ; le cercle de centre
Ay passant par As a une équation dont les coefficients sont dans K .

Démonstration:
Soient (ai,b1) les coordonnées de A; et (ag,bs) celles de Ay . Notons A
le carré scalaire des vecteurs de la base. Une équation du cercle de centre A,
passant par Ay est A (x —a1)? + Ay —b1)? = A (az —a1)? + A(ba — b1)? , une
équation équivalente est :
2%+ y2 —2a1x — 2bry = a% + b% — 2a1a — 2b1bs ;

les coefficients de cette équation sont dans K .



Lemme 2.1
Si les coordonnées des éléments de I’ensemble D dans un certain repére
géométrique R du plan sont dans un sous-corps K de R, et si D’ est
directement constructible a partir de D , alors il existe un corps K', qui
est K ou une extension quadratique réelle de K , contenant I’ensemble
des coordonnées dans R des éléments de D’ .

Démonstration:

Reprenons les notations de la définition 2.2; si les figures F; et Fy sont
deux droites définies & partir de D, il est clair qu’'on peut prendre K’ = K .
Supposons que F; soit une droite et F» un cercle. Comme la droite F; passe
par deux éléments de D, elle a une représentation paramétrique de la forme :

r=a+tu
y=b+tv

ou a,b,u,v dont des éléments de K . En exprimant x et y en fonction de ¢
dans une équation a coefficients dans K du cercle F5 , on obtient une équation
du second degré a coeflicients dans K , de discriminant d > 0, d € K , dont
les solutions sont les parameétres des points d’intersection. Si vd € K les
coordonnées des éléments de D’ seront toutes dans K et sinon elles seront
dans le corps K (v/d), qui est une extension quadratique de K .

Si Fy et Fy sont deux cercles définis par des éléments de D , on se ramene au
cas précédent en considérant 'intersection de I'un des cercles avec ’axe radical
des deux cercles, dont une équation est la différence des équations des cercles
(de termes de degré 2 égaux & a2 + y?), a coefficients dans K .

Théoréme 2.2

Si les coordonnées dans un repére géométrique R des éléments d’un ensem-
ble D sont dans un sous-corps K de R, pour tout point M constructible
a partir de D il existe une tour d’extensions quadratiques réelles, c¢’est-a-
dire une suite croissante Ky C --- C K,, de sous-corps de R ou, pour tout
k€ [1,n], K est une extension quadratique de Kj_1 , telle que Ko = K
et telle que les coordonnées de M appartiennent a K, .

Démonstration:

Par définition de la constructibilité (& la reégle et au compas), il existe
une construction géométrique Dy C Dy C --- C D, telle que Dy C D
et M € D, . D’apres le lemme 2.1 on peut associer a ces parties une suite
croissante de sous-corps de R, K = Ko Cc K; C --- C K,,, telle que les
coordonnées de M appartiennent a K, et telle que pour k € [1,n] le corps
K. soit Kjp_1 ou une extension quadratique réelle de Kj_1; en supprimant
les extensions triviales on obtient une tour d’extensions quadratiques réelles
vérifiant les conditions.

Repéres géométriques associés et réels constructibles



Définition 2.7

Soit D une partie du plan, le repére géométrique R = (O, w, ) sera dit
associé & D si O et I =0 + @ appartiennent a D .

Théoréme 2.3

Soit D une partie du plan ayant au moins deux éléments, on appelle corps
associé a D, noté Kp , le sous-corps de R engendré par les coordonnées
des éléments de D dans un repére R associé & D . Ce corps ne dépend
pas du repére R .

Démonstration:

Soient Ry = (O, OTIl),Ul) et Ry = (02, OTIQ),UQ) deux reperes géo-
métriques associés & D et K, Ks les sous-corps de R engendrés par les
coordonnées des élements de D, respectivement dans R, Ry . Comme les
points Os et I appartiennent & D, les coordonnées (ag,bs) de OTI; dans
%R, sont dans le corps K1 . On voit facilement que comme R; est un repere
gbéométrique, les coordonnées dans R, du vecteur ¥, qui est orthogonal &
0,15 et de méme carré scalaire, sont nécessairement (—by, az) ou (b, —as) .
Les coefficients de la matrice de passage P de la base (O1l1,71) vers la base
(OTIQ) ,U2) sont donc dans le corps K;. Les coefficients du vecteur colonne
£2 des coordonnées dans R de la nouvelle origine O, sont aussi dans K7 .
Pour tout point M € D, si X; est le vecteur colonne de ses coordonnées dans
R+, le vecteur colonne de ses coordonnées dans Ry est :

Xo=P (X1 -0);

cela prouve que les coordonnées dans Ry de M appartiennent au corps K; .
Comme ceci est vrai pour tout point M € D on en déduit Ko C K7 ; on a
bien str de méme K; C Ko, dou Ko = K, .

Définition 2.8

Soit K un sous-corps de R, on dit qu’un réel x est K-constructible s’il
existe une tour d’extensions quadratiques réelles K = Ko C --- C K, telle
que z € K,, .

Théoréme 2.4

Soit D un ensemble de points du plan et R un repére géométrique associé
a D ; I'ensemble des coordonnées dans R des points D-constructibles est
un corps contenant Kp , c’est I'ensemble des réels K p-constructibles. Ce
corps ne dépend pas de R , il sera noté Kg] . Les points D-constructibles
(2]

D

sont les points dont les deux coordonnées dans R appartiennent & K

Démonstration:

Fixons pour 'instant le repere géométrique R associé & D et montrons
que ’ensemble K’ des coordonnées dans R des points D-constructibles est
un sous-corps de R contenant le corps Kp engendré par les coordonnées
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dans R des éléments de D . Nous utiliserons de nombreuses fois de maniere
implicite le théoreme 2.1.

Posons R = (O, 5?, O—j) ; 1l est clair que J est D-constructible. Soit M
un point D-constructible dont les coordonnées dans R sont (z,y) ; les points
de coordonnées (0,y), (y,0), (z,0) sont {O,I,J, M }-constructibles et comme
{0, 1,J, M} est D-constructible, ces points sont D-constructibles. L’ensemble
K’ est donc I'ensemble des réels z tels que le point de coordonnées (z,0) dans
R soit D-constructible. Comme O € D on en déduit 0 € K'; si z1 et xo
sont dans K’ il est clair que le point (z7 — x2,0) est D-constructible, donc
r1 — w9 € K'; K’ est donc un sous-groupe additif. Comme le point I de
coordonnées (1,0) est par hypotheése dans D, on en déduit 1 € K’ ; le rapport
de deux éléments ( # 0) de K’ est dans K’ (Thales) donc K’\ {0} est stable
par linverse et le produit. L’ensemble K’ est donc un corps; les coordonnées
des éléments de D appartiennent & K’ , puisque D est D-constructible; K’
contient donc le sous-corps engendré dans R par les coordonnées des éléments
de D, clest-a-dire Kp C K'.

Montrons maintenant que K’ est ’ensemble des réels K p-constructibles.
Soit z € K', c’est par définition une coordonnée dans R d’un point D-
constructible M ; comme les coordonnées dans R des éléments de D appar-
tiennent a Kp , d’apres le théoreme 2.2 et la définition 2.8, les coordonnées de
M dans R sont K p-constructibles, donc en particulier = est K p-construc-
tible. Réciproquement il s’agit de démontrer que tout réel K p-constructible
est élément de K’, ou encore que si Kp = Kqg C --- C K, est une tour
d’extensions quadratiques réelles alors K, C K'. Cest vraisi n = 0 puisque
Kp C K’ ; supposons le résultat vrai pour n — 1. L’extension K,_; C K,
étant quadratique réelle, il existe un élément d >
0 dans K,_1 tel que K, = n,l(\/E) ; d’apres
I’hypothese de récurrence d € K, le point de co-
ordonnées (d,0) est donc D-constructible. On

construit le point de coordonnées (v/d,0) a la \
régle et au compas & partir de O, I et du point O \I|vd\d
de coordonnées (d,0), ce point est par consé- /

quent D-constructible, d’ott v/d € K’ . Plus gé-
néralement comme K, ; C K', vVd € K' et
que K’ est un corps, on a K, = K,_1(Vd) C
K’ . Cela termine la démonstration par récurrence. Figure 2.1

Comme le corps Kp ne dépend pas de R et que K’ est I’ensemble des
réels qui sont K p-constructibles, il est clair que K’ ne dépend que de D, ce

qui justifie la notation K[g] . On dira qu’un sous-corps K de R est stable
par racine carrée si Vd € K "Ry Vd € K . On peut remarquer que K[g] est
le plus petit des sous-corps de R stables par racine carrée contenant Kp .

Si M est D-constructible, par définition ses deux coordonnées dans R
appartiennent a Kg]. Réciproquement si les coordonnées z,y dans R d’un
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point M appartiennent Kg], comme les points (z,0) et (0,y) sont D-

constructibles M est aussi D-constructible.

2.2 A propos de la trisection

Nous reprenons dans cette partie les hypotheses générales de la partie
précédente; nous utiliserons le théoreme 2.4 pour démontrer la non trisécabilité
de certains angles.

Un outil algébrique

Théoréme 2.5

Soit K un sous-corps de R et P € K[X] un polynéme de degré 3, si P
a un zéro K -constructible, alors il a un zéro dans K .

Démonstration:

Supposons P(3) =0 ol 8 est K-constructible; soit une tour d’extensions
quadratiques réelles K = Ko C K1 C --- C K, telle que 8 € K,,. Soit r le
plus petit entier dans [0,p] tel que P ait au moins un zéro dans K, , si on
avait r > 0, le polynéme P aurait un zéro o € K, et o ¢ K,_1; comme K,
est de dimension 2 sur K,_ 1, (1,a,a?) est une famille de K, qui est liée sur
K,_1;deplus (1,«) estlibre sinon a € K,_1, donc « annule un polynéme
A € K,_1[X] de degré exactement 2. Dans K,_1[X] on peut effectuer la
division euclidienne P = DA+ R ou R est de degré < 2; mais comme
R(a) = (P —DA)(a) =0, le polynéme R ne peut pas étre de degré 1 sinon
«a € K,_1, donc il est constant et constant nul. Cela prouve P = D A dans
K,_1[X]; mais D est de degré 1 et par conséquent P a un zéro dans K,_1,
ce qui contredit la minimalité de r. On en déduit r = 0; par conséquent le
polynéme P a un zéro dans K .

Non constructibilité de I’ennéagone

Figure 2.2 /



Nous nous placons dans un plan euclidien dans lequel on a choisi deux points
initiaux O et I distincts. Nous nous proposons de montrer que ’ennéagone,
c’est-a-dire le polygone régulier a 9 cotés, de centre O et dont un sommet est
I, n’est pas constructible a la régle et au compas a partir de O et de I. Cela
revient & dire que ’angle de mesure 27/9 n’est pas constructible & la regle et
au compas.

Théoréme 2.6

L’ennéagone n’est pas constructible a la régle et au compas a partir de son
centre et de I'un de ses sommets.

Démonstration:

On pose 6 = 27/9 et = cos(f). On a cos(30) = cos(27/3) = —1/2
d’ot1, d’apres la formule de trigonométrie : 4 cos®(#) — 3 cos() = cos(30) ,
Iégalité :

1
4x3—3x+§=0 soit 822 —6x+1=0.

Montrons que le polynéme P(x) = 823 — 6z + 1 n’a aucun zéro rationnel.
Supposons qu’il existe des entiers premiers entre eux p et g, g € N* | tels
que P(p/q) = 0; alors 8p® — 6pg® + ¢ = 0 d’ott ¢ = 2p (3¢*> — 4p?). On
en déduit que p divise ¢>, et comme p est premier avec ¢>, p = £1. On
a aussi ¢%(6p — q) = 8p® donc ¢ est pair et ne peut étre que 2 puisque ¢>
divise 8; on en déduit 3p — 1 = p3 = p ce qui est impossible. D’apres le
théoreme 2.5 le réel x = cos(27/9) n’est donc pas Q-constructible.

L’ensemble D des points initiaux est ici constitué de l'origine O et d’un
sommet I de 'ennéagone. Un repere géométrique associé a D est de la
forme R = (0,0_I) ,U). Le corps K engendré par les coordonnées dans R
des éléments de D est le plus petit corps contenant 0 et 1, c’est @ . D’apres
le théoreme 2.4 les points D-constructibles sont les points dont les deux co-
ordonnées dans R sont Q-constructibles; comme ce n’est pas le cas pour
cos(27/9) d’apres ce qui précede, on en déduit que le sommet de ’ennéagone
dont laffixe dans R est e?™/9 n’est pas constructible & la régle et au compas
a partirde O et I.

Mais I’ennéagone est constructible par intersection de coniques par trisec-
tion de angle de mesure 7/3 (voir la premiere partie de cet exposé dans le
Bulletin vert 446), ce qui donne la figure du début de ce paragraphe.

Un angle trisécable, mais non constructible

Nous nous placons ici dans le plan affine euclidien R?, muni de son repere
canonique.

Il existe un réel 6 € [0,7/2] tel que @(0) = cos(0/3) — cos(f) = 1/2,
puisque ¢(0) = 0 et p(n/2) = cos(w/6) > 1/2. Pour une telle valeur de
0, langle IOM, ou O = (0,0), I = (1,0), M = (cos(#),sin(f)), est
évidemment trisécable a la regle et au compas a partir des points initiaux
O, I, M , mais nous allons montrer que le point M n’est pas constructible &



la regle et au compas a partir des point initiaux O, .

D’apreés la formule de trigonométrie : 4 cos®(0/3) — 3 cos(6/3) = cos(d) ,
la condition cos(6/3) — cos(f) = 1/2 est vérifiée si, et seulement si, en posant
x =cos(0/3),on a:

1
r — (42 — 32) = 3 soit 8zx(1 —x?)=1.

Il est assez facile de voir que le point M est constructible a la régle et au
compas a partir de O et de I si, et seulement si, le point de coordonnées
(x,0) Dest. Un repere associé aux points initiaux est le repeére canonique
et le corps engendré par les coordonnées des points initiaux est le corps des
rationnels. Par conséquent, d’apres les théoremes 2.4 et 2.5, le point M
ne sera pas constructible a la regle et au compas a partir de O et [ sile
polynéme 8X(1 — X2) — 1 n’a pas de zéro rationnel. Ceci se démontre sans
difficultés en utilisant la méme méthode que dans 'exemple précédent.

Le point M n’est donc pas constructible a la regle et au compas a partir
de O et I, maisil 'est par intersection de coniques. Les racines de I’équation
8X (1—X?) =1 sont les coordonnées z des points d’intersection de la parabole
d’équation y = x? et de I’hyperbole équilatere d’équation 8x(1—y) =1 (c’est
la méthode de Descartes). Il est facile de voir que ces deux coniques propres
passent bien par 5 points a coordonnées rationnelles donc constructibles a
partir des point initiaux O et I.

8

I=1(1.,0)

/

Figure 2.3

2.3 Construction de ’heptagone

D’apres la caractérisation de Gauss I’heptagone régulier n’est pas con-
structible a la regle et au compas, puisque 7 est premier et que 7—1 n’est pas
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une puissance de 2. On peut aussi démontrer cela en utilisant les théoremes
2.4 et 2.5. En effet, comme :
X7—-1
X -1
=X (XPH+ X+ (XP+X )+ (X+ XN +1)
en posant Y = X 4+ X! on obtient :
-3 X7T—1
X -1
Les réels 2 cos(2m/7),2 cos(4m/7), 2 cos(6m/7) sont donc les zéros du polynéme
P=X3+X2%2-2X —1;sil'un de ces réels était Q-constructible (& la régle et
au compas), le polynéme P aurait un zéro rationnel, or en procédant comme
dans les exemples précédents il est facile de voir que ce n’est pas le cas.

Nous allons voir qu’il est cependant possible de construire I’heptagone
régulier a partir de son centre O et I'un des sommets I en utilisant des
intersections de coniques définies elles mémes par des points constructibles a
la régle et au compas & partir de {O,I}.

Un repere géométrique R associé a I'ensemble des points initiaux D =
{O,I} est de la forme (O, o1, 7). Les sommets de I'heptagone régulier sont
les points dont les affixes z dans R vérifient 27 =1.

On exposera d’abord de maniére non démonstrative 1'origine algébrique
de la méthode de construction, puis on vérifiera de manieére rigoureuse que
cette méthode donne bien une construction de ’heptagone régulier. Il n’est
pas nécessaire de maitriser les notions évoquées dans ’exposé des motivations
algébriques pour comprendre la description de la construction: cette descrip-
tion est une illustration concrete de ces théories algébriques.

= X0 X+ X+ X3 X2+ X +1=

=Y -3Y)+ (Y2 -2)+Y +1=Y>+Y2-2Y 1.

e Apercu sur les motivations algébriques

On note U; = {z € C|2” = 1}. On considere le plus petit sous-corps de
C contenant Uy, noté ici K7. Ce corps est une extension finie galoisienne
de @, et le groupe de Galois de l’extension, noté G7, est le groupe des
automorphismes du corps K7 (G7 laisse Q invariant). Soit ¢ € G7, on
voit facilement que o laisse U; stable et donc invariant, cet automorphisme
de corps induit donc sur U7 un automorphisme du groupe multiplicatif Uy .
On démontre que I'application o +— oy, est un isomorphisme entre le groupe
G7 et le groupe des automorphismes du groupe Uy . Il est assez facile de voir
que puisque U; est cyclique, ses automorphismes sont de la forme w — w®
ot k € Z est premier avec 7. Si ¢ est une classe modulo 7 et w € Uy,
on posera w® = w™, ou n est un représentant quelconque de c. On voit
alors facilement que I’application qui & ¢ € (Z/7Z)* du groupe des éléments
inversibles modulo 7 fait correspondre ’automorphisme w — w® du groupe Uy
est un isomorphisme de groupes. Finalement on en déduit que G7 est cano-
niquement isomorphe au groupe multiplicatif (Z/7Z)* . L’objectif est ensuite
de déterminer les sous-groupes de G7; & un tel sous-groupe H C G7 on fait
correspondre I’ensemble des éléments de K7 invariants par tous les éléments
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de H (on dit aussi fizés par H ); cet ensemble est un sous-corps de K7 et le
théoreme de dualité de Galois dit que I'application ainsi définie, de ’ensemble
des sous-groupes de GG; vers ’ensemble des sous-corps de K7, est une bijection
(décroissante pour l'inclusion). Ces sous-corps intermédiaires forment une tour
d’extensions de degré 2 (quadratiques) ou 3; ceci nous permettra de définir une
construction des éléments de Uy .

Les sous-groupes de G7 correspondent aux sous-groupes de (Z/7Z)* ; ce
groupe est cyclique engendré par la classe de —2 puisque modulo 7 les puis-
sances de —2 sg’écrivent {1,—2,—-3,—1,2,3}. On sait que si G est un groupe
cyclique ses sous-groupes sont cycliques; de plus si d divise son cardinal n,
il a un et un seul sous-groupe de cardinal d, et donc d’indice n/d, celui en-
gendré par ¢g"™/?, ol g est un générateur de G . Ici pour tout entier d qui
divise 6 la classe de (—2)%/? engendre le seul sous-groupe de cardinal d. Les
sous-groupes sont : le groupe trivial {1}, le sous-groupe {1,—1} de cardinal
2, le sous-groupe {1,—3,2} de cardinal 3 et le groupe entier. Une période de
Gauss est la somme des éléments d’une orbite de U7 \ {1} sous l’action d'un
sous-groupe du groupe de Galois; cette somme est invariante par 1'action du
sous-groupe correspondant et donc élément du corps intermédiaire correspon-
dant. Nous utiliserons le sous-groupe {1,2,4} = {1,—3,2}; tout complexe
w € Uy \ {1} a pour orbite 'ensemble {w,w? w?} & laquelle est associée la
période de Gauss p = w+w?+w?. Les éléments de U7\ {1} sont répartis en 2
orbites, donc il y a deux périodes de Gauss relatives au sous-groupe {1,2,4};
avec les notations précédentes ce sont nécessairement p = w + w? + wt et
q:w3+w6 +w=wt 4w 4 w2 =D.

e Description de la construction

Soit w € U7\ {1} ; on rappelle que U; = {1,w,w? w3 w™,w™2,w™3}. On
pose p=w+w?+wt et g=uw? +wWl+w =wt+w +w 2. Ces deux
sommes sont les zéros du polynéme X2+ X +2 puisque p+¢=—1 (p+q+1
est la somme des éléments de Uy, c’est-a-dire des zéros de X7 —1) et :

pg=(w+w’ +w)w +w?+w ) =
=+l o+l + o+ P+ =2,

Les complexes w,w?, w? sont les zéros du polynéme X3 —pX2 4+¢X — 1,

puisque ww?w? =1 et ww? +ww?+w?w? =wP+w 2+ w ! =¢. L'objectif
est d’obtenir les points d’affixes w,w?,w? comme intersections du cercle € de
centre O passant par I avec une hyperbole équilatere, mais si le cercle unité
coupe une hyperbole équilatére en ces 3 points, il y a un quatrieme point dans
I'intersection. Nous pouvons fixer arbitrairement ce point & . Le polynome

unitaire qui a (1,w,w2,w4) pour zéros est :
P=(X-1)(X?—pX?+¢X —1)=
=X'—(p+ )X+ (p+ )X -1+ )X +1=
=X 4 gX3P - X2 4pX +1.



12

Les zéros de ce polyndéme sont de module 1, en divisant I’équation P(z) =0

par 22 et en remplagant 1/z par Zz on obtient I’équation complexe :

2+ 24 pr4pz=1.
En posant p=a+ib, ou a,b sont réels, et z =z + iy, I’équation devient :
2?2 —y’ dax+by=1/2 soit (r+a/2)?—(y—b/2)>=1/2+a*/4—b*/4.
Les complexes {1,w,w? w?} sont donc les affixes des intersections avec le cer-
cle € de I’hyperbole équilatere 7 de centre le point € d’affixe %ﬂb =
—p/2 = —q/2, de directions asymptotiques les droites d’équations = = +y,
passant par I . Les conjugués {1,w™! w2 w™*} sont évidemment les inter-

sections avec € de I'hyperbole ', symétrique de ¥ par rapport & Oz, de
centre Q' d’affixe —p/2.

Figure 2.4
Les centres et Q' de ces hyperboles sont constructibles & la régle et au
compas & partir de {O, I'}; en effet on peut remarquer que —p/2—q/2=1/2
et donc que Q et Q' sont symétriques par rapport a ’axe Oz sur la droite
d’équation x =1/4 et que d’autre part :
|=p/2= 1 = (p/2+1)(a/2+1) =pg/4+ (p+a)/2+1=1/2-1/2+1=1;
par conséquent 2 et ' sont les intersections de la droite d’équation « =1/4
et du cercle €; d’équation complexe |z — 1| =1, de centre I et passant par
O . L’hyperbole ¥ passe par I et les symétriques de I par rapport aux axes

de symétrie de 'hyperbole, ce qui fait 4 points; elle passe aussi par le point
d’affixe la période de Gauss p puisque :

pP’+p°+pp+pp=(p+p)’=p+q’=1.
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Ces 5 points sont constructibles & la régle et au compas a partir de {O, I'}
et déterminent ’hyperbole ¥ ; il en est de méme pour #’. On obtient donc
ainsi une construction utilisant l’intersection d’un cercle et d’une hyperbole
équilatere d’un heptagone régulier & partir de son centre et de 1'un de ses
sommets.

2.4 Construction du 13-gone régulier par intersection de
coniques

Nous allons ici décrire et justifier une construction par intersection de
coniques du 13-gone régulier, a partir de son centre O et de I'un de ses som-
mets I. Un repere associé a l’ensemble des points initiaux est de la forme
R = (0, 01, ¥) ; les sommets du 13-gone régulier sont les points dont laffixe z
dans R vérifie 2z = 1. Nous identifierons les points du plan avec leur affixe
dans R .

Le point de vue est le méme que celui utilisé pour la construction de
I’heptagone. Nous verrons en particulier dans I’exposé des motivations algé-
briques qu’il est nécessaire de procéder a 2 étages de constructions par inter-
sections de droites et de cercles et a un étage par intersections de coniques, et
ceci parce que 13 —1=2x2x3.

e Apercu sur les motivations algébriques

Une grande partie de ce qui a été dit a propos de ’heptagone régulier peut
étre repris pour le 13-gone régulier en remplacant 7 par 13. En particulier le
groupe des classes inversibles modulo 13 est un groupe cyclique de cardinal
12. On vérifie que la classe de 2 en est un générateur puisque modulo 13 les
puissances de 2 s’écrivent:

{15 2747 75a 376a 717 727 745 55 737 76}

Les sous-groupes multiplicatifs modulo 13 sont cycliques engendrés par les
puissances de 2: si d est un diviseur de 12, 2¢ engendre modulo 13 le seul
sous-groupe de cardinal 12/d (et donc d’indice d). En particulier 22 = 4
engendre le sous-groupe H; = {1,4,3,—1,—4, -3} d’indice 2; dans ce sous-
groupe Hj , le sous-groupe Ho est engendré par 24 =3 a 12/4 = 3 éléments,
les classes de {1,3,—4}. En notant Hy le groupe entier et Hs = {1}, on
observe donc la suite d’inclusions {1} = Hs C Hy C Hy C Hy, qu’on appelle
une résolution du groupe Hy. D’apres la théorie de Galois, a cette résolution
de Hy correspond une tour d’extensions formées par les corps fixés par les
sous-groupes de Galois correspondants :

@:FogFlngngzKls;

les entiers placés sous les symboles d’inclusion sont les degrés des extensions,

ils sont égaux aux cardinaux des groupes quotients Hy/H;, H1/Hs, Ho/Hs .
Comme dans la construction de I’heptagone régulier, nous allons considérer

les périodes de Gauss associées a ces groupes, précisément si « est un élément
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de U3\ {1}, la période de Gauss de niveau i (i € [0, 3] )“contenant” o est

Pi=>) o
keH;

La période P; est invariante par les éléments du groupe de Galois associé a
H, carsi ce H; et que o, est 'élément correspondant du groupe de Galois

G13 ,0n a:
o.(P;) = Z Jc(ak) = Z afe = P,

keH; keH;

La période P; est donc un élément du corps F; ; en fait les différentes périodes
de niveau ¢ forment une base de F; en tant que Q-espace vectoriel.

Il y a une seule période de niveau 0, c’est la somme des éléments de
Uis \ {1}, dont la valeur est —1. Les périodes de niveau 1 sont des sommes
de 6 des éléments de U3\ {1}, ilyena 2, elles sont les zéros d’un polynéme
de degré 2 a coeflicients rationnels; on peut donc les construire a la regle et au
compas a partir des points initiaux. Chaque période de niveau 1 est somme
de deux périodes de niveau 2 qui sont les zéros d’un polynéme de degré 2
dont les coefficients s’expriment rationnellement en fonction des périodes de
niveau 1; on peut donc construire les 4 périodes de niveau 2 a la regle et au
compas a partir des points initiaux. Chacune des périodes de niveau 2 est la
somme de 3 périodes de niveau 3 qui sont les zéros d’un polynéme de degré
3 dont les coefficients s’expriment rationnellement en fonction des périodes
de niveau 2; on peut construire ces 12 complexes, qui sont les éléments de
Uis\ {1}, 3 par 3 par intersections d’hyperboles équilateres avec le cercle €
d’équation zz=1.

e Description de la construction
Soit o € Ug \ {1}, la période de Gauss de niveau 1 qui contient o est :

P = Z =+t +al+al+at+a?
keHy

L’autre période de niveau 1, que nous noterons @i, est la somme des 6
autres éléments de Uz \ {1}, c’est la période de niveau 1 contenant o? :

Q=0+ +a+a?+at+a =’ +a P+l +a?+a’ +a "

La somme P; + Q; est la somme des zéros # 1 de X3 — 1 et c’est donc
—1. On trouve (des formules générales sont explicitées dans [16]) :

P+Qi=-1 PQi=-3.

Ces périodes sont réelles, ce sont les zéros du polynéme X2 4+ X — 3.
La période P; est somme de deux périodes de niveau 2, on note P, celle
qui contient « et Q2 l'autre :

P, = Z d=a+d+at Q= Z (ofl)k =al+a3+a?
k€ H> keH»>
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On a bien stir P>+ @2 = P; et on trouve P20y =34+ Q1 =2— P;. Ces deux
périodes de niveau 2 sont donc complexes conjuguées et zéros du polynome
X?-PX+2-P.

Les périodes de niveau 3 qui composent P, sont «,«
zéros du polynome :

(X —a)(X - X —aH=X]-—PX2+QX -1

Nous voulons maintenant trouver une équation complexe d’une hyperbole
équilatere qui coupe le cercle € d’équation 2 +y? =1 en 1 et les 3 points

a,ao?,a*. Les points d’intersections sont alors les complexes z vérifiant :

(2 = P2+ Qoz— 1) (2 — 1) =
=2~ (14 P)2" + (P2 +Q2)2° — (14 Q2)2+1=0

Ces complexes sont de module 1; en divisant I’équation obtenue par z2 et en
remplacant z~! par Z, on obtient la condition équivalente :

P42 -1+ P)z—(1+P)z+P =0

1+ P2 1+ P\?
<z —’_22) +<2 —;2) = 2¢,

ou la constante ¢ est telle que I’équation soit vérifiée pour z = 1. En posant
% =a+1b et z = x4+ iy, on obtient I’équation cartésienne équivalente :
(x —a)? — (y — b)> = ¢ qui est une équation de 'hyperbole équilatere ¥ o
de centre le point Q = a +ib = 2  passant par 1 et dont les directions

2 )
asymptotiques sont de pentes +1. Le centre ) = #

_ 1, P+Qy _ 1 , P _ 1 Py :
r =5+ =23 _2+4—2(1+2)et0nremarque.

1+ P)1+Q2) 1+P+Q+PQx 1+P+2-P 3
4 N 4 N 4 4
Au lieu de partir de P, on pourrait aussi bien partir de Q2 et on ob-
tiendrait I’hyperbole équilatere ¥y 1 , symétrique de ¥y par rapport a l'axe
Owx , qui coupe le cercle € en {1,a~!,a™3 a*}. Mais on peut remonter d’un
étage : au lieu de choisir la solution P; de '’équation z?+4x—3 = 0, on aurait
pu choisir I'autre, ) ; d’ailleurs nous n’avons jamais explicitement choisi ni
P'un ni lautre : quels que soient les choix successifs, on arrive toujours a des
sommets du 13-gone et en faisant tous les choix on trouve tous les sommets.
En remplagant P; par @)1, on obtient deux autres hyperboles, ;¢ qui cor-
respond & la période wyp = a® 4+ ab 4+ o, de niveau 2, qui coupe le cercle
@ en {1,a% a5 a’} et Phyperbole ¥ 1, symétrique de 1o par rapport
a Ox, qui correspond a la période w11 = wio =a 2 +a % +a™® et qui
coupe le cercle € en {1,a72,a7% a=>}. L’hyperbole ¥, passe par 1, le
point P, qui est le symétrique de 1 par rapport a son centre {2, le point
Py /2 qui est le symétrique de 1 par rapport a 'axe de symétrie parallele &
Oy et le symétrique de 1 par rapport a ’axe de ’hyperbole parallele & Ox ;
cela fait 4 points. Par le tracé d’une premiere figure on constate wq1 € o,

3 4

,a~ % ce sont les

soit encore :

est sur la droite

Q=
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ce qu’on peut vérifier par le calcul; cela donne le cinquiéme point cherché sur

Ihyperbole 3y ; les 3 autres hyperboles passent bien str par un cinqui¢me
point analogue.

Hi0

€1
€2

Q1/

¥

)

wi,1

)

Figure 2.5
Résumons la construction. Au lieu de construire P; et (1 nous pouvons
construire P;/2 et Q1/2 qui sont les zéros du polynéme 4X? +2X — 3; ce

sont les intersections avec Oz du cercle €; d’équation z? + ¢y® + $2 = 3
ayant pour centre le point —1/4 et passant par % . La médiatrice de 1

et P1/2 est Paxe commun des hyperboles ¥y et 9y 1 et les centres de ces
hyperboles sont les intersections de cette médiatrice avec le cercle 6o de centre
0 et de rayon \/5/ 2; ce cercle passe par les points d’intersection de 61 avec
I’axe Oy . Les centres des hyperboles %1,0 et 3‘61,1 sont les intersections avec
ce méme cercle de la médiatrice de 1 et @Q1/2. Les périodes de niveau 2 sont
les symétriques du point d’affixe 1 par rapport aux centres des hyperboles.
Chacune des hyperboles est déterminée par 5 points, comme expliqué ci-dessus,
ces b points étant constructibles a la regle et au compas a partir des points
initiaux O et I. Les sommets du 13-gone régulier sont les intersections de
ces hyperboles avec le cercle 6.
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2.5 Construction du 17-gone régulier

Nous allons ici décrire et justifier une construction a la regle et au compas
du 17-gone régulier, a partir de son centre O et de 'un de ses sommets I ;
cette construction est a priori possible puisque 17 = 2% + 1 est un nombre
premier de Fermat.

Beaucoup de méthodes de construction ont été proposées pour le 17-gone
régulier. La méthode originale que nous décrivons ici est totalement algébrique,
elle est analogue a celles que nous avons utilisées pour les constructions de
I’heptagone et du 13-gone régulier. Une caractéristique de cette méthode est
qu’elle ne nécessite pas de choix liés a des positionnements géométriques, par
exemple le choix d’une bissectrice intérieure par opposition a une bissectrice
extérieure. Nous n’utiliserons que des intersections de droites avec des droites
ou de droites avec des cercles et quand deux points d’intersection existent
on peut, pour continuer la construction, choisir 'un ou l'autre des points
d’intersection. Plus précisément il se présentera a celui qui voudra réaliser la
construction 4 choix successifs entre deux possibilités, soit 16 possibilités, qui
conduiront aux 16 sommets autres que I du 17-gone régulier.

Enfin nous discuterons dans la section suivante de la simplicité de la cons-
truction obtenue relativement au critére de simplicité de Lemoine.

Un repere associé & I'ensemble des points initiaux est de la forme R =
(O, ol ,0) ; les sommets du 17-gone régulier sont les points dont 'affixe z dans
R vérifie z'7 = 1; ces affixes forment le groupe U,7. Nous identifierons les
points du plan avec leur affixe dans R .

e Motivations algébriques

Le groupe G des classes d’entiers inversibles modulo 17 est cyclique de
cardinal 16. On vérifie que la classe de 3 en est un générateur puisque modulo
17 les puissances de 3 s’écrivent:

{17 37 785 77a 74a 57 727 767 715 737 87 77 4a 757 27 6}

Les sous-groupes multiplicatifs modulo 17 sont cycliques engendrés par les
puissances de 3: si d est un diviseur de 16, 3¢ engendre modulo 17 le seul
sous-groupe de cardinal 16/d et donc d’indice d. En particulier 3% = —8
engendre le sous-groupe des carrés Hy; = {1,—8,—4,—2,—1,8,4,2} d’indice
2. Le sous-groupe des carrés de Hi est le sous-groupe Hs engendré par
3 = —4,il a 16/4 = 4 éléments, les classes de {1,—4,—1,4}. Le sous-
groupe des carrés de Hy est le groupe Hs = {1,—1}, et Hy = {1}. On
obtient ainsi la seule résolution possible de G':

{1}=H4CH3CH2CH1CHO:G
et d’apres le théoreme de dualité de Galois, a cette résolution de G correspond
la tour d’extensions quadratiques

K17:F4DF3:)FQDF1:)FQ:@

formée par les corps fixés par les sous-groupes de Galois correspondants, le
corps K7 étant le sous-corps de C engendré par U;7.
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Pour utiliser de maniere constructive cette correspondance, nous allons
considérer les périodes de Gauss associées a ces groupes : précisément si
a est un élément de Uj7 \ {1}, la période de Gauss de niveau i (i €

[0, 4] ) “contenant” o est

keH;

La période p; est invariante par les éléments du groupe de Galois associé a
H; c’est donc un élément du corps F; .

Il y a une seule période de niveau 0, c’est la somme des éléments de
U7\ {1}, dont la valeur est —1. Les périodes de niveau 1 sont sommes de 8
des éléments de Uy7\ {1}, il y en a 2; les périodes de niveau 2 sont sommes
de 4 termes, il y en a 4, les périodes de niveau 3 sont sommes de 2 termes, il
yenena 8, enfin les périodes de niveau 4 sont les 16 éléments de U;7\{1}.
Une période p; de niveau ¢ étant fixée, cette période contient toujours 2
périodes de Gauss de niveau 7+ 1; la somme de ces périodes est évidemment
pi; et le produit de ces périodes de niveau i + 1 s’exprime rationnellement
en fonction des périodes de niveau i. Si on sait construire les périodes de
niveau ¢ a la regle et au compas, on saura construire les périodes de niveau
i+ 1 par intersection de droites et de cercles; on en déduit une construction
des éléments de U7 \ {1}, qui sont les périodes de niveau 4, en 4 étapes
d’intersections de cercles et de droites.

e Les équations superposées
Soit « € U7 \ {1}, la période de Gauss de niveau 1 qui contient o est :
p1= Z d=at+atrat+at+at+al+at +a?
keH,
L’autre période de niveau 1, que nous noterons ¢i , est la somme des 8 autres
éléments de U7 \ {1}, c’est la période de niveau 1 contenant o :
p=a+a "+’ +a+a3+a’+a 5 +ab
La somme p; +¢; est la somme des zéros # 1 de X'7 —1 et c’est donc —1.
On trouve

p1+q=-1 pig=—4.

Ces périodes sont réelles, ce sont les zéros du polynéme X2 4+ X —4.

La période p; est somme de deux périodes de niveau 2, on note ps celle
qui contient « et go l'autre :
Py = Z of = atattaltal ; g = Z (@ 8)F = a8 +a~2+ad+a?

k€eH> ke H>

On a bien sir ps 4+ g2 = p1 et on trouve pags = —1. Ces périodes de niveau
2 sont réelles, car autoconjuguées, et zéros du polynome X2 —p; X —1.

Les périodes de niveau 3 qui composent py sont ps = a+a~' qui contient
a et Q3:a4+a_4;0na p3 +q3 =p2 et:

p3gz=a 2 +a’+a " +a?
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Cette somme est la période de niveau 2 qui contient o . Il ne faut pas oublier
ici le point de vue que nous avons choisi: la racine o € Uy7\ {1} est arbitraire
et ce sont les choix arbitraires successifs d'une des 2 solutions d’équations
du second degré superposées qui vont déterminer « . Autrement dit p; est
la, solution que nous avons choisie au hasard de ’équation X2+ X —4 =0,
po est la solution que nous avons choisie pour 1’équation X2 —p; X —1=0.
Nous connaissons donc bien ¢; qui est I'autre solution de X2 4+ X —4 =0,
nous savons qu’elle se décompose en deux périodes de niveau 2 qui sont les
racines de X? — ;X — 1 = 0, mais il n’est pas évident de relier le choix
que nous avons fait de ps avec le choix qu’il faut faire entre les racines de
X2 — ;X —1=0. Une possibilité est de choisir par exemple o = e7/17 et
d’ajouter a ces équations, qui conduiront a des intersections de droites et de
cercles, des indications de positionnement qui permettront de faire les bons
choix. Une autre possibilité est de remarquer qu’on a 1’égalité:

3

- 1 +1 Jr1
p3q3 = 9 2171 2172 2p1p2

Le lecteur pourra ici vérifier expérimentalement cette égalité, mais le fait
qu’une telle égalité doive exister et les moyens qu’on a pour calculer de telles
égalités sont exposés dans [16]. Le choix qu’il faut faire entre les périodes
de niveau 2 qui composent ¢; est donc algébriquement et géométriquement
déterminé par le choix de ps .

Pour terminer, a et a~! sont les racines complexes conjuguées de I’équa-
tion X2 —p3X +1. On peut remarquer qu’il s’agit ici de la seule étape o1 I'on
obtient des périodes non réelles, car toutes les périodes de niveau < 3 sont
invariantes par la conjugaison, qui coincide avec l'inverse, sur les complexes de
module 1. Cela correspond au fait que —1 est dans tous les sous-groupes de
la résolution de G, sauf le dernier, H, .

e Les constructions associées

Les réels p; et ¢; sont les intersections avec 'axe des réels du cercle
d’équation 22 + 3%+ x —4 = 0 de centre —1/2 passant par 2i. Un calcul
numérique prouve que si on veut arriver & a = exp(2in/17) il faut choisir pour
p1 la plus grande des racines. Dans la pratique nous construirons le cercle g
de centre —1/4 passant par ¢ qui coupe l’axe réel en P/ d’abscisse p1/2 et
Q) d’abscisse q1/2.

Les réels ps et g2 sont les intersections avec I'axe des réels du cercle €,
d’équation z? + y? — p1x — 1 = 0 qui a pour centre le point P d’abscisse
p1/2 et qui passe par i. Un tel cercle est appelé cercle de Carlyle (cf [14]). Si
on veut arriver & o = exp(2im/17), p1 ayant été correctement choisi, il faut
prendre pour ps la plus grande des racines.

Les réels p3 et g3 sont les zéros de X2 — poX + p3q3, oll psqs est celui
des zéros de X? —¢1 X —1=0, qui vaut —% — %pl + %pg + %plpg . Ces réels
sont les intersections avec ’axe réel des cercles d’équations:

3 1 1 1
X2+Y2—p2X—2uY—§—§p1+§p2+§p1p2=0
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ot p € R. On pourrait utiliser celui de ces cercles qui passe par 7, qui est le
cercle de Carlyle du faisceau, mais de maniere plus générale, on peut choisir
ce cercle de telle sorte qu'’il passe par un point constructible de coordonnées
(x,y) avec y # 0; son centre est alors constructible, il a pour abscisse p2/2
et pour ordonnée

2?4 y? —pox — 3 — Ipi 4 gpa+ spipe
2y

Le choix de = = p1—2+1 = —¢q1/2 permet d’éliminer U'intervention de py et donc

de ramener le probleme dans le corps engendré sur Q par p; (ie. Q[V17]).
Un calcul simple donne la condition :

1 14+ ps
=359~ 8y
Le choix de y = 1/2 conduit & la valeur © = —p;1/4. La droite d’équation
X = ;)12_4-1 = —q1/2 coupe alors le cercle en deux points U et V dont les
ordonnées respectives sont 1/2 et yo tel que (1/24 y2)/2 = —p1/4 d’ou
Ys = —p12+ 1 — q1/2. On note 6 le cercle ainsi obtenu; les coordonnées

de son centre {2 sont (p2/2,—pi1/4), il coupe laxe des réels en P3 et Q3
d’abscisses ps et ¢s. Sion veut arriver & o = exp(2iw/17), p1 et py ayant
été correctement choisis, il faut prendre pour ps la plus grande des racines.
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Figure 2.6

Le réel ps étant construit, les complexes conjugués ps et qq sont les
racines de 'équation X2 — p3X + 1 = 0; comme ce sont des éléments de U,
ce sont les intersections avec le cercle unité de la droite d’équation X = p3/2.
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Ce sont aussi les intersections avec le cercle unité du cercle €3 de centre p3
et de rayon 1. Si on veut arriver & py = exp(2iw/17), p1,p2,ps ayant été
correctement choisis, il faut prendre pour p, la racine dont 'ordonnée est
positive.

2.6 Complexité de la construction du 17-gone régulier

e Introduction du probleme

Pour une méme figure constructible & la regle et au compas, comme le
pentagone régulier, plusieurs méthodes de construction sont possibles. Le
géometre Emile Lemoine (1840-1912) a proposé en 1888 une méthode d’éva-
luation qui permet de comparer entre elles les complexités de différentes cons-
tructions d’une méme figure. Cette méthode consiste a compter le nombre
d’opérations élémentaires utilisées dans la construction choisie. Les opérations
élémentaires énumérées par E. Lemoine sont les suivantes:

-faire passer une régle par un point donné (.S );

-tracer une droite en utilisant une régle (.53 );

-placer une branche d’un compas en un point donné ( C1 );

-placer une branche d’un compas en un point arbitraire sur un lieu ( Cs );
-tracer un cercle en utilisant un compas (Cj ).

Le tracé d’une droite passant par deux points a donc pour complexité
251 4+ 52 soit globalement 3 ; le tracé d’un cercle de centre un point donné et
passant par un point donné a pour complexité 2C7+C'5 , ce qui donne la méme
complexité globale. L’opération qui consiste a tracer un cercle de centre donné
et de rayon la distance entre deux points donnés est autorisée et sa complexité
est 3C7] 4+ (5. Cela est en accord avec la notion de constructibilité a la regle et
au compas que nous avons introduite par la définition 2.4 ; en effet, si A, B, O
sont trois points deux & deux distincts du plan, le milieu I de (O, B) est
constructible & la regle et au compas a partir de {O, A, B}, le symétrique C
de A par rapport & I aussi; le cercle de centre O et de rayon la longueur
AB passe par C' et peut donc étre utilisé dans une construction ou les points
O, A, B sont constructibles. Les complexités globales de bonnes constructions
sont de 26 pour le pentagone, 75 pour le 17-gone régulier complet, et d’environ
200 pour la construction d’'un cercle tangent a trois cercles donnés (probleme
dit d’Apollonius).

Etant donné une figure a réaliser on peut essayer de déterminer la com-
plexité globale minimale pour une construction de cette figure. Sauf dans des
cas tres simples, on ne connait pas cette complexité minimale : on connait une
construction de complexité 26 pour le pentagone, mais le nombre 26 est-il le
plus petit possible? Il s’agit pourtant d’un probleme purement combinatoire.
Si on se donne un nombre fini de points initiaux pour la construction de la
figure, sachant qu’il existe des constructions de complexité p, il suffit de faire
la liste de toutes les suites d’opérations élémentaires de moins de p termes a
partir des points initiaux et des points construits au fur et & mesure en regar-
dant pour chacune si elle donne une construction de la figure. Le probleme est
que le nombre de telles suites d’opérations élémentaires devient rapidement
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excessivement grand et il est matériellement impossible de mettre en ceuvre
cette stratégie. De plus, et c’est une critique qui a été faite depuis le début a
cette approche de la complexité des constructions, la recherche d’un nombre
minimal conduit souvent a des solutions humainement incompréhensibles et
géométriquement tres difficiles & prouver. Les géometres trouvent moins com-
plexes des solutions longues et compréhensibles que des solutions plus courtes
mais incompréhensibles.

La construction que nous avons proposée du 17-gone dans la section pré-
cédente est algébriquement pure et économique, facilement compréhensible et
vérifiable, mais si on veut obtenir un bon score pour la complexité de Lemoine,
il faut travailler a réduire le nombre d’opérations élémentaires. L’exercice est
évidemment artificiel, on obtiendrait sans doute des résultats différents si on
jugeait que tracer une droite pese moins lourd que tracer un cercle, ou que
placer le milieu de deux points est une opération élémentaire. Cette adapta-
tion a la contrainte de minimalité nuit évidemment a la clarté de la construc-
tion, mais si on a bien compris le principe on suit sans difficulté particuliere
la suite des opérations élémentaires proposées ci-dessous. A partir du méme
principe algébrique, il est peut-étre possible de trouver des suites d’opérations
élémentaires plus courtes qui réalisent le 17-gone; chaque lecteur a sa chance,
il n’est besoin en cette circonstance d’aucune connaissance géométrique parti-
culiere.

e Une construction de faible complexité

L’origine du repere est O, on pose I = (1,0), et J = (0,1). De maniere
générale, si M et N sont des points du plan et r un réel > 0, on note
%(M,N) le cercle de centre M passant N, @(M, N) la droite passant par
M et N et T'(M,r) le cercle de centre M et de rayon r. On supposera dans
ce qui suit o = e*7/17; les indications de positionnement seront acceptées.

Préliminaires

Les points initiaux de la construction sont O et I ; il convient d’abord de
tracer la droite @(0,I) (2S51+S2), puis le cercle unité €(0,1) (2C1+Cs).
Pour obtenir l'autre axe, on tracera par exemple le cercle €(I,Q) ou @ =
(—=1,0) (2C; + C3), le cercle de méme rayon T'(Q,2) (Cy + Cs), puis Paxe
radical de ces cercles (257 + S3), ce qui nous donne le point J = (0,1) et
laxe des y. Cette construction de complexité 5C; + 3C3 + 4571 + 252 (en
tout 14) est considérée comme acquise par D.W. DeTemple dans son article
([16]) ce qui fausse son décompte.

On trace €(J,0) (2C1+C3 ), on en déduit la médiatrice de OJ (2S51+S2 )
et le milieu M(0,1/2) de OJ; avec la méme ouverture de compas on trace
I(M,1) (Cy 4+ C3); on en déduit la médiatrice de OM , (251 + Sz ) et le
milien B(0,1/4) de OM ; on trace €(O,B) (2Cy + C3) et on en déduit le
point A(—1/4,0). Enfin on trace le cercle €y = €(4,J) (2C1 4+ Cs); les
points A et J ont leurs coordonnées dans le corps Fy = @ ; les intersections
P et Q) de €y avec D(O,I) ont pour abscisses p1/2 et ¢1/2 ol p1,q1
sont les solutions de 22+ —4=0.
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On arrive a la fin de cette étape a la complexité
12C7 + 7C5 + 8571 + 455 (31)

Figure 2.7

Premier niveau

Figure 2.8
On peut choisir 'une des intersections de €, avec 'axe @(O,I), par ex-
emple en choisissant pour p; la plus grande. On note P;’ le point (0, —p1/2)
qu’on obtient en tracant €(O,P;) (2Cy + Cs); avec le méme rayon r on
trace T'(Py’,r) (C1+ C5) d’ont on déduit la médiatrice de OP;" (2S; + S2)
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dont I’équation est y = —p1/4. On trace la droite D(Q%, B) (251 + S2) qui
recoupe la médiatrice de OJ en le point U(—q1/2,1/2) par lequel passera le
cercle €5 . Pour terminer on trace le cercle €; = €(Py,J) (2C; + C5) ; les
points P; et J ont leurs coordonnées dans le corps F; .

On a ajouté la complexité:

5C1 + 3C3 + 4571 + 259 (14)

Deuxiéme niveau

On choisit I'une des intersections de “€; avec 9(O,I), par exemple en
supposant que po est la plus grande des solutions de I’équation 22 —pjz—1 =
0; on en déduit le point Py = (p2,0) intersection de €; avec @(O,I). On
trace la droite (P, P) (251 + S2) qui recoupe la médiatrice de OP;’ en
Q = (p2/2,—p1/4) qui est le centre du cercle €, . Enfin on trace le cercle
€%y =6(QU), (2C1 + C3); le point Q a ses coordonnés dans Fs, le point
U a ses coordonnées dans Fy C F5.

Figure 2.9
On a ajouté la complexité:

2C1 + C3 + 251+ S5 (6)

Troisieme niveau

Les points d’intersection du cercle €5 avec la droite @(O, I) ont pour ab-
scisses p3 = 2cos(27/17) = a+a ™!, pour la plus grande et g3 = 2 cos(87/17)
= a*+a~* pour la plus petite. On pose R = (p3,0) et S = (g3,0). On trace
€3 =I'(R,1) (3C1+C5) (report de longueur) ce cercle recoupe le cercle unité
%(0,I) en les points d’affixes o et a=!.

On a ajouté la complexité:

3C1 +Cs (4)
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Figure 2.10

L’un des points d’intersection des cercles T'(R,1) et I'(S,1) semble étre
sur 65, mais il est en fait légerement & lextérieur, sa distance & € est plus
grande que le rayon de €5 d’environ 6/1000 .

Conclusion

On obtient une construction partielle du 17-gone de complexité :
2201 + 1203 + 1451 + 75’2 =55 5

a partir des points initiaux O et [I; si on veut comparer ce score a celui de
D.W. DeTemple ([16]) il convient de retrancher la complexité de la construction
du cercle unité et des axes : 5Cy + 3C5 + 451 + 252 (14), ce qui donne 41
au lieu des 45 de la méthode présentée par D.W. DeTemple.

On peut terminer la construction du 17-gone en explorant toutes les possi-
bilités de choix que nous avons laissées de coté, et donc en effectuant des con-
structions compleétes niveau par niveau. En procédant ainsi on fait toutes les
opérations préliminaires : 12C7 +7C5+ 851 +4.55 , puis deux fois les opérations
de niveau 1, soit 10C] + 6C5 4+ 851 4+ 455 , puis quatre fois les opérations de
niveau 2, soit 8Cp + 4C3 + 857 + 455, et enfin huit fois les opérations de
niveau 3, sauf que comme tous les cercles sont de rayon 1 on garde le méme
rayon, d’ott la complexité (3Cy + C3) + 7(Cy + C3) = 10C; 4 8C5 . On arrive
donc en procédant ainsi a la complexité

400, + 25C5 + 248, + 1285 (101)

On obtient de meilleurs résultats en completant la construction a l'aide de
S, ce qui donne o* et o~ puis en construisant le reste du 17-gone régulier
a l'aide de cercles bien choisis qui recoupent le cercle unité. On arrive, pour
une complexité de la construction totale du 17-gone, a 75 ou peut-étre moins.
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Figure 2.11




[10]
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