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Pour chercher et approfondir

Courrier des lecteurs

A propos du maximum d’une variance

A la suite de I’article de Serge Chesney paru dans le bulletin 443 page 740, je
voudrais proposer une autre démonstration de la recherche du maximum de la
variance d’une série statistique bornée de moyenne fixée. Cette démonstration,
moins élégante, n’utilise pas la géométrie de R”, mais peut étre comprise par un éléve
de terminale.

I Rappel du probléme

Comment choisir » nombres x,, x,, ..., x, appartenant a I'intervalle [0 ; a] de
moyenne m tels que la variance de la série (x;) soit maximale ?

II Recherche intuitive

Pour que la variance soit maximale, il suffit que les (x;) s’écartent le plus possible de
la moyenne m.

On peut alors penser que la variance est maximale lorsque les valeurs égales aux
extrémités de ’intervalle [0 ; a] sont les plus nombreuses possibles. On se pose alors
la question suivante : peut-on trouver n» nombres égaux a 0 ou a de moyenne m (ou
de somme nm) ? La réponse est non sauf cas particulier. On se pose alors le probleme
suivant : Peut-on trouver n nombres de [0 ; ] de somme nm tels qu’au moins n — 1
de ces nombres soient égaux a 0 ou a ? Plus précisément existe-t-il deux entiers p et
getunréelre [0;altelsquepx0+gXa+r=mmetp+qg=n—17pserale
nombre de valeurs égales a 0, g le nombre de valeurs égales a a et r la valeur
éventuellement différente de 0 et de a.

Sinmm<a,onprendg=0,p=n—1,r=nm.
Sia<mm<2a,onprendg=1,p=n—-2,r=nm—a.

Si(n—Da<mm<na,onprendg=n—-1,p=0,r=nm—(n— 1)a.

Comme nm € [0 ; na], le probléme a toujours une solution que I’onnote y,, y,, ..., y,.
Il reste a montrer que cette solution maximise la variance, c’est-a-dire que, quels que
soient les nombres x,, x,, ..., x, appartenant a [0 ; a] et ayant pour moyenne m,

1< 2 1< 2
— ) (m—x,)"<—=) (m—y;)".
n,—gl‘( i) ngl‘( i)

Pour cela on va utiliser le théoreme de Koenig-Huygens.
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III Théoréeme de Koenig-Huygens

Soient x|, x,, ..., x, n nombres de moyenne m, et m” un réel quelconque :

Ly m-x)? =23 =5~ m—m2,
nig n

i=1

Démonstration :

lz‘d(m—)ci)2 :lZ(m—m'+m’—xi)2
ni=1 ni=1
1 < "2 1 < ’ 2 2 < ’ ’
=Y m-m'Y =Y =, + =3 =o'~ x,)
=1 =1 =1

=(m-m’) +li(m' —x;) +%(m —m’)(nm’ —nm)
n

i=1
1 n
=—(m" =x;)" =(m—m")".
n i

On en déduit que pour comparer les variances de deux séries de méme moyenne, il
suffit de comparer la moyenne (ou la somme) des carrés des écarts par rapport a un
nombre m” convenablement choisi.

IV Démonstration

On veut montrer que si ka < nm < (k + 1)a, ou k est un entier compris entre 0 et
n — 1, la variance de toute série (x,, x,, ..., X,) de moyenne m est inférieure ou égale
a celle de la série (0, 0, ..., 0, nm — ka, a, a, ..., a) dans laquelle il y a k valeurs égales
aaetn—k— 1 valeurs égales a 0. Il suffit pour cela, d’apres le théoréme de Koenig-
Huygens, de montrer que :

1 n
=Y (m" = x;)> <(n—k—=1)(m’ = 0)* +(m’ — (nm — ka))* + k(m’ - a)’
n izt
ou m’ peut étre choisi arbitrairement. Distinguons deux cas pour le choix de m’.

Premier cas : Si le nombre de x; appartenant a Iintervalle [nm — ka ; a] est supérieur
a k, on prend pour m’ le centre de lintervalle [nm — ka ; a], c’est a dire :
—ka+ ..
’:% .Comme nm —ka e [0;al],ona: m'e[g;a} . On choisit alors k&
valeurs x; de l'intervalle [nm — ka ; a]. Pour chacune de ces k valeurs, on a :
(m" — x> < (m" — a)? puisque a est une extrémité de I'intervalle et m” le centre de
Iintervalle. Il y a au moins une autre valeur x; dans [nm — ka ; a]. Pour cette valeur,
ona: (m —x)>< (m — (nm — ka))* car nm — ka est une extrémité de I’intervalle.
Pour les (n — k — 1) autres valeurs on a : (m" — x,)> < (m" — 0)2. En effet si

m

a a .
x; 2 nm — ka, |m’—xl.|§E et m’—Ozz et si x; < nm — ka, alors
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0<m' —x;<m’—0.0n adonc :

zn“(m'—x,-)2 <k(m’—a)* +(m’ —(nm—ka))* +(n—k —1)(m’ —0)*.

i=1

Deuxiéme cas : Si le nombre de x; appartenant a 'intervalle [nm — ka ; a] est inférieur

ou égal a a k, alors le nombre de x; appartenant a I’intervalle [0 ; nm — ka] est
supérieur ou égal a n — k et on prend pour m” le centre de I’intervalle [0 ; nm — ka].
On choisit alors (7 — k — 1) valeurs x; dans cet intervalle. Pour chacune de ces valeurs
ona: (m —x)*<(m’ —0)> Ilyaau moins une autre valeur x, dans [0 ; nm — ka].
Pour cette valeur, (m” — x,)> < (m’ — (nm — ka))>. Pour les k autres valeurs, on a :

(m" — x,)* < (m" — a)* car six; < nm — ka, on a |m’—xi|s§ et a—m’zg puisque
m’sg et six;>nm—ka,alors 0 <x,—m’<a—-m’.D’ou :

n

N (m" = x;) <k(m’—a)* +(m’ = (nm—ka))* +(n—k —1)(m’—0)°.

i=1

Donc le maximum de la variance est la variance de la série (0, O, ..., 0, nm — ka, a,
a, ...,a)c’estadire :

l[(nm —ka)? +ka*1-m* = l[n(n —)m? = 2nmka + k(k +1)a*]
n n

ou k est la partie enticre de — .
a

Pierre Carriquiry



