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Pour chercher et approfondir

Maximum d’un écart-type d’une série
statistique bornée et docimologie

Serge Chesney

1. Introduction

Les enseignants calculent régulicrement des moyennes. La moyenne m est un
parametre de position ; on peut comparer deux moyennes et 1’on peut dire si une
moyenne est élevée ou non. D’autre part I’écart-type s donne une idée bien imprécise,
a mon avis, de la dispersion des notes autour de la moyenne. Plus s est grand et plus
les notes sont dispersées, certes | Mais quel est 1’écart-type maximum ? II est
difficile de comparer deux dispersions car 1’écart-type dépend de la moyenne m, de
Ieffectif n et de I’extremum « des notes. Si I’on suppose que les notes sont réparties
suivant la loi normale, la probabilité pour qu’une note soit comprise entre m — 2s et
m + 2s est environ 0,95. Mais cette hypothése de répartition n’est pas toujours
vérifiée notamment pour des classes dont ’effectif est inférieur ou égal a 35.
Lutilisation des probabilités, ici, n’est pas pratique. Une approche statistique me
semble plus utile puisque nous sommes ici dans un cas particulier : les notes sont
bornées par 0 et @ > 0. Si on peut calculer le maximum de s, on pourra,
indépendamment de a, n et m, mesurer la dispersion et, par différence, I’homogénéité
des notes du devoir,

2. Mathématisation de la situation

On considere, donc, un espace affine euclidien de dimension n, d’origine O et les

points M et A de coordonnées respectives (x,,...,x,) et (m,...,m)oulesx,i=1,...,n
71 \ . , _ xl +...+ xn
sont les notes de n éléves a un devoir donné et m=——" la moyenne
n
arithmétique des x; ; comme 0 < x;<a,0<m < a.
On suppose maintenant que, m étant fixé, les x,, i = 1, ..., n varient. Soit Il

I’hyperplan d’équation x, + ... +x, =nm et [ I’hypercube compact de dimension 7,
défini par 0 < x; £ a. Géométriquement, M appartient donc a I'intersection I de
I’hyperplan I1 et de I’hypercube I, donc I est compact. Le point A appartient a [1
puisque ses coordonnées vérifient 1’équation de 1. Comme 0 < m < a, A appartient
al.D’ou A appartient a I. I est un hyperpolygone dont les sommets appartiennent
aux arétes de [ et a 1. Soit S (a,...,a) ; alors le segment [OS] est une diagonale de

I". La droite (OS) est orthogonale a 'l au point A car oS (a,...,a) est normal a IM.

n 2
= AM . . .
ZM =—= est une fonction continue positive ou nulle des x; et
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atteint, d’apres le théoréme de Weierstrass, sur le compact I, son minimum 0 lorsque
les x; sont égaux a m et son maximum s,(m) pour des valeurs inconnues, pour le
moment, des 7 variables x,. Pour # fix¢, s est maximum lorsque AM I’est.

3.Recherche du maximum s,,(m) de s
ayn=1

I", M, I et A sont confondus. x; = m, donc s,(m) = 0.
byn=2

" est un carré dont O (0,0) et S (a,a) sont deux sommets opposés. I1 est la droite
d’équation : x, + x, = 2m. Elle passe par le point A de coordonnées (m,m) et est
perpendiculaire a (OS). I est le segment [RT] de milieu S
A. Le maximum s,(m) de s est atteint quand M est
confondu avec les extrémités R et T. Il y a deux
possibilités :

* Si 0 < 2m < a, c’est dire OSmsg, alors les R

coordonnées de R et T sont (0,2m) et (2m,0).

AM _y@m=m)’ +(0-my’ . T

D’ou s,(m)= \/5 \/5

. . a .
* Sia £2m £ 2a, c’est dire ESmSa, alors R et T ont pour coordonnées

2m = a,a) et (a,2m — a).

\/(Zm -a —m)2 +(a —m)2
D’ou AM=AT = =(a—m), donc s,(m) = a — m.

V2

. a . . 5 a
Le maximum s,(m) est donc obtenu, sur [0,a], pour m = b etilestégala u= R

D’ou le graphique :

a=20 et n=2

sarttype maximum

[=]
™~
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)n=3

I" est un cube, I est le plan d’équation x, +x, +x; = 3m.
[OS] est une diagonale du cube et est perpendiculaire au S
plan M. Il y a trois possibilités :

. Lo a .
*Si0<3m<a,c’est-a-dire 0<m < g , I est le triangle

équilatéral RTU, réduit au point O si m = 0. A (mymm) B A, =~~~ -~ >
est son centre. Le maximum est atteint lorsque M est
confondu avec les points T (3m,0,0), U (0,3m,0), R O T
(0,0,3m). D’ou :

o a2 g2
_AT_\/(3m m)” +m” +m —\om

53(’")—f— «/5

. ... a 2a .
* Sia <3m < 2a, c’est-a-dire 3 <m <?, les sommets de I ont une coordonnée

égale a a, une autre égale a 0 et la troisieme égale a 3m — a de fagon que leur somme
soit égale a 3m. Il y a 3 x 2 = 6 possibilités. Cela prouve que I est un hexagone inscrit
dans un cercle de centre A. Le maximum est donc atteint lorsque M est un sommet

deIdou:
- \/(3m —a-m)* +(a —-m)* +0 -m)*  \6m* —6am +2a>
S:(m) = = .
3 e 3

. . . 2a . . (s
* Si2a <3m < 3a, c’est-a-dire 3 <m<a,lestanouveau un triangle équilatéral de

centre A, réduit au point S pour m = a, et dont les sommets ont chacun deux
coordonnées égales a a et la troisieme égale a 3m — 2a. Le maximum est atteint
lorsque M est un sommet de I :

_ \/(a_m)z +(a —m)2 +(3m —2a —m)2 _ \/6m2 -12am +6a’® :«/E(a—m).

= 5 B

. a 2a , X
Le maximum s,(m) sur [0,a] est obtenu pour m 25 ou m :? et est égal a

V2a_a_

3 2

. a . . .
Ici 5 n’est atteint pour aucune valeur de m Le maximum n’est pas atteint pour

m= %. D’ou le graphique:
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ecart-lype manamum

d) Cas général

" est ’hypercube de dimension n =1 et 1 I’hyperplan de dimension n — 1
d’équation : x, + ... +x, = nm. Comme 0 < m < a, on obtient 0 < nm < na. Pour tout
m = 0 et pour tout n entier > 0, il existe i = 1 entier tel que (i — 1) a < nm <ia, c’est-

. i—a ia . nm _ . _nm , . . .
a-dire u <sm<—,dou — <i<— +1. E étant la fonction partie entiére,
n n a a

Pour m =0,1={0O} et pour m =a, 1 = {S}. Pour m # 0 et m Z a, il y a n possibilités
obtenues pouri =1, ..., n.
Les sommets de I ont tous i — 1 coordonnées égales a a, une coordonnée égale a

(mn = (i — 1a) et les n — i coordonnées restantes égales a 0. Cela prouve que I est un
hyperpolygone inscrit dans I’hypersphere de centre A. Le nombre de sommets de |

est: ClxCl ., =nxC =n xCr2.
Donc ce nombre est un multiple de # et les hyperpolygones I sont isométriques pour
i—-letn—i
D’autre part le maximum de s est:
VG =)@ =m)? +(am ~(i ~Da -m)> Hn =)0 -m)?
s,(m)=
Jn
_ \/n(n —l)m2 =2(i —Dnam +i(i —1)a2

n

s, (m)= \/(n -Dm?* =2(i =l)am JED o
n

et en utilisant (1) on obtient:

O Oom D, O Com
5,(m)=1/(n =ym’ —2E§1ﬂ§7m+ EEE?E HEBTEGZ
' ) a

2

n

n et a étant fixés, la relation (2) donne, pour tout m U [0,a], le maximum de s. On est
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. . . . ia
en présence d’une fonction continue sur [0,a] dérivable partout sauf en —,
n
i=1,...,n-1.

Voici, lorsque a = 20, les courbes représentatives de s, pour quelques valeurs de 7 :

n

az22 et n=a az20 etn=5
2, . . 2 . .
£ W : ; - :01! c’i ‘ 766(
S/ N\
I / { \ § B !_// *f \\
3 | g =
€5l / - ; \ LI 7 by A\
0/ ! & _‘ DZL & ; N
0 5 e 15 1o g Ao AT
m m
a=20 et n=10 a=20 et n=20
2 12
ng gm
E g4 E 2 N,
3 e ~
gL/ \ L/ N
g / Y £, / \
2 \
n o 1\ o ¢ N
o v . Py A 7 Ao 1 e
™ m
A= et =25 a=20 et =30
12 i ‘z“i '
10 - 10 5
g 8 N é 8 4 2
f AN e AN
N \ tLf )
e s R
o 5 40 a5 2 e v i ar b
m m

UnmU_ nm

Remarque 1. EH_ =——¢ avec 0 < £< 1, £ étant la partic décimale de —.
a a

D’ou, en utilisant la formule (1),

a
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_ a’e
S, (m) = \m(a =m) ===(1 =€) 3)

Quand 7 tend vers I’infini, s, tend uniformément vers la fonction 8, continue sur
[0,a] et dérivable sur ]0,a[ définie par :

6(m) = \ym(a —m)

= - 2 % 1- ‘ 1-
On pose A m ma—m définie sur

2 2
Comme 0<an—£(1 £)<Z A(m) < s, (m) < 6(m), donc la représentation

graphique C de s, est située au-dessous de celle Cy de 6 (demi-cercle de centre G

(0, %) et de rayon g) et au dessus de celle G, de A, ( demi- cercle de centre G et

de rayon — 1— ). @ constitue donc une bonne approximation de s, pour les
2 n

valeurs de n suffisamment grandes (30 semble convenir lorsque ¢ = 20). Le
maximum de s, est donné par I’ordonnée du plus haut des nceuds de la guirlande

. . . i .
représentant s,, donc des points d’abscisse —,i=1,...,n— 1.
n

Remarque 2. D’apres (4),0(m) est maximum quand m(a —m) = —%n —%H +aT

I’est, ¢’est-a-dire quand m = 5 On en déduit que u —g est le maximum de 8(m).

C’est un majorant de s,(m) pour toutes les valeurs de n et aussi le plus petit des

. S . a .
majorants puisqu’il est atteint, lorsque m = > pour certaines valeurs de 7.
Donc, pour tout n et pour tout 7, le maximum de s est :
a
=— 5

H=3 (&)
U est donc égal a la « moyenne ». Ce qui, a posteriori, n’a rien d’étonnant.
4. Mesure de la dispersion et de I’homogénéité des notes du devoir.

Revenons a notre devoir dont les notes sont x,, . la moyenne m et 1’ écart-type

s. Jappelle :

’ns

a) dispersion des x; le nombre d =

==
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b) homogénéité des x; le nombre h=1-d =1 23,
a

Onadonc0<d<let0<h<1.Celapermetde comparer des devoirs, quels que
soient la note maximum a, le nombre de copies # et la moyenne m. Plus d (resp. /)
est proche de 1 et plus la série de notes est dispersée (resp. homogene). Plus d (resp.
h) est proche de 0 et moins elle est dispersée (resp. homogeéne). On peut obtenir, en
multipliant d et & par 100 ou a, une note sur 100 ou sur a, de la dispersion et de

I’homogénéité. Ces notes sont, pour la dispersion 2002 et 2s et pour ’homogénéité
a
s
100-200— et a — 2s.
a

5. Conclusion

n et a étant fixés, pour tout m [ [0,a], s a pour maximum :

O Dzml]+1|] O O
5,(m) =1 (n =Dym’ —mé@%m N HHa EE%ECIZ
' ) a

n
Quand 7 est grand, on peut remplacer s,(m) par O(m) =+/m(a —m) .

. a
Pour tout m et tout n, le maximum de s est 5 .

La dispersion est d = 22 et I’homogénéité h =1 23,
a a

Cela permet de noter sur « la dispersion par 2s et I’homogénéité par a — 2s. Une série
de notes comprises entre 0 et a peut étre caractérisée par deux nombres m et a — 2s,
ce qui a plus de sens, a mon avis, que s.

On peut généraliser ces résultats a d’autres situations pourvu que les séries
statistiques soient bornées. Mais n’est-ce pas toujours le cas, méme si on ne connait
pas les bornes ?
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