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Pour chercher et approfondir

Les problémes de ’APMEP

Cette rubrique propose des problemes choisis pour 1’originalité de leur caractere : esthétique,
subtil, ingénieux voire récréatif, dont la résolution nécessite initiatives, démarche inventive,
recherche, effort intellectuel.

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de « beaux problémes »... si possible
trouver des solutions, et les invite a donner libre cours a leur imagination créatrice. La rubrique
s’efforce de rendre compte de la pluralité des méthodes proposées par les lecteurs, des
généralisations des problémes...

Les auteurs sont priés de joindre les solutions aux propositions d’énoncés. Solutions et
énoncés sont a envoyer a 1’adresse suivante (réponse a des problemes différents sur feuilles
séparées S.V.P, sans oublier votre nom sur chaque feuille) :

Frangois LO JACOMO,
42 quai de la Loire,
75019 Paris.

Enoncé n° 280 (Dominique ROUX, 87 - Limoges)

Soit S I’ensemble des entiers k > 2 tels qu’il existe k entiers consécutifs, (n + 1),
(n+2),...,(n+k),n>0, dont la somme des carrés soit un carré parfait :

m+1)2+m+22%+ ...+ (n+k?=m?

a) Montrer que I’ensemble S est infini, et qu’il existe une infinité d’entiers qui
n’appartiennent pas a S

b) Montrer qu’il existe des entiers k € S tels que 1’équation :
n+12+m+22+ ...+ (n+k)?=m?

admette une infinité de couples solutions (1, m), et qu’il existe d’autres entiers k € S
tels que cette méme équation n’admette qu’un nombre fini de solutions.

SOLUTION

C’¢était pour introduire élémentairement la notion de résidu quadratique que
Dominique Roux avait posé cet exercice, sous une forme simplifiée (étudier une a
une les valeurs de k£ < 11), aux lycéens de Premiére et de Seconde du premier stage
olympique d’Animath (Orléans, juillet 1998). Sur place, nous avons poursuivi nos
investigations jusqu’a k = 26, mais je n’imaginais pas, lorsque j’ai proposé cet énoncé
dans la présente rubrique, qu’il allait donner lieu a une étude aussi remarquable et
approfondie que celle que m’a envoyée Pierre Samuel, avec la collaboration de
Joseph Oesterlé et Karim Belabas notamment. Ce document est trop important pour
étre publié intégralement dans la présente rubrique, mais je consacrerai I’intégralité
de la rubrique du prochain bulletin a en rendre compte le mieux possible, me limitant
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ce mois-ci a introduire le probléme et a présenter les contributions des autres lecteurs.

Car j’ai regu d’autres réponses, de Richard Blavy (31-Mervilla), Pierre
Bornsztein (95-Courdimanche), Marie-Laure Chaillout (95-Sarcelles), Edgard
Delplanche (94-Créteil), René Manzoni (76-Le Havre), Dominique Marselli (69-
Decines), Charles Notari (31-Montaut), Pierre Renfer (67-Ostwald), qui
généralement résolvent le probléme tel qu’il était posé.

Limportant, pour commencer, est de bien voir ce qui se passe pour k£ = 2 et pour
k=3.
Pour k=3, (n + 1)> + (n + 2)> + (n + 3)2 = 3(n + 2)> + 2 ne peut pas étre un carré
parfait, car un carré parfait n’est jamais congru a 2 modulo 3. Donc 3 ¢ S. Alors que
pour k=2, (n+ 1)>+ (n + 2)> = m? équivaut a : (2n + 3)? + 1 = 2m?, équation de Pell-
Fermat qui admet une infinité de solutions. Donc 2 € S. Plus précisément, pour tout

. . . o 2q+1
entier g, si a, et m, sont les entiers vérifiant : (1+\/E) =a, +mq«/5, donc :

2q+1 . . L
(1—«/5) =a, —mq«/g, il est clair que : a; —Zm,f =(=1)*"*", donc a, est impair
et il existe n g verifiant 2n, +3 =a,, tel que (n »» M,) soit solution de I’équation.

Ce dernier résultat vaut pour bien d’autres valeurs de k, par exemple
(contrairement a ce que prétend un des lecteurs) k = 26 : Appelons désormais (E,)
I’équation :

n+ 1>+ m+22+ ...+ (n+ kP =m
(Epg) : (n+ 12+ (n+2)* + ... + (n + 26)> = m? peut s’écrire :
(26n + (13 x 27))* + 1952 = 26m>.

2g+1
Si a, et bq sont les deux entiers tels que : (5+\/%)q =aq+bq\/%,

a; —26bq2 =-1, donc a, est impair et il existe n,etm, définis par : 2n,+27=15a,
m,=195n,, qui vérifient (E).
Plus généralement, Pierre Bornsztein établit que si & n’est pas un carré parfait et

si (E,) admet au moins une solution (n, m) avec n non nécessairement positif, elle en
admet une infinit¢ avec n = 0. En effet, de manicre trés générale, (E,) peut s’écrire

(E,k) :

2
kQ2n +(k +1)) +@=4m2.

Or I’équation de Pell-Fermat : > — kv? = 1 admet une infinité de solutions si k n’est
pas un carré. Soit (u, v) I’'une d’entre elles (u > 1, v > 0), et (n, m) une solution de
(E,) : quitte a remplacer n par (—n — k — 1), ce qui ne change pas la somme, on peut
Supposer : n 2—% et m >% car m? Zu@ De¢s lors, posons :

a=2n+(k+1)=0.

APMEP
n© 438



38 Les problémes de PAPMEP 133

(2m+a\/;)(u+vw/;)=2m’+a’\/;, avec : m'=mu+k;—v>m eta’ =2mv + au,

a-1)

a . . .
donc n’=mv+n+ >m+n>—1.m etn sont entiers (car si k est pair, a et

u sont impairs, et si k est impair, a est pair), et ils vérifient : m’? — ka'? = m? — ka?, de

sorte que (n’, m’) est une nouvelle solution de (E’,), avec en outre n” > 0 et
7

m’ > m.

Mais cela ne prouve nullement qu’il existe une infinité de k appartenant a S et une
infinité de k n’appartenant pas a S, ni qu’il existe des carrés appartenant a S et
(éventuellement) des carrés n’appartenant pas a S. Pour prouver qu’il existe une
infinité de k appartenant a S, Richard Blavy écrit :

(n+1)? +(n+2) +...+(n+k)> =% (6n° +6n+1)+k(6n+2k +3)|.

Sik=6n>+6n+1,6n+2k+4=6(n+1)2n+ 1), et donc

m+1D)2+m+22+ ... +(n+kr=kXn+1DQ2n+1)
est un carré si et seulement si (z + 1) et (2n + 1) sont tous deux des carrés : il suffit
que n = v* — 1 pour une solution quelconque (u, v) de u* — 2v2 = —1. Pierre

Bornsztein, lui, étudie les &k = 12¢2 — 1 (qui ne peuvent pas étre des carrés, car
congrus a 2 modulo 3) :

k+1

=4m?>.

ctm= ke kn-+(k+ny + EEEED

si n=c-—
Certes, n = ¢ — 6¢2 est négatif, mais a partir de cette solution (n, m) et d’une solution
quelconque (u, v) de I’équation de Pell-Fermat : 2 — kv2 = 1, on peut construire une
infinité de solutions (ng, mq) vérifiant : ng > 0. Edgard Delplanche généralise a :
k=3c* -1, avec ¢ impair :

c—3c?

=4m>.

et mzkyc, k(2n+(k+1))2+(k‘l)§¢

Sin:

Cela étant, le cas le plus simple a étudier, c’est quand méme les carrés parfaits.
Si k = ¢?, I’équation (E")) s’écrit :

2 [cn N c(c2 -i—l)]2 _ cz(c4 -1)
5 .

m? —
12
2 2, 4
En posant g =cn +Q, et B:%, nous sommes ramenés a :

(m — a)(m + a) = B. Or B n’a qu’un nombre fini de diviseurs, il ne peut donc y avoir
qu’un nombre fini de solutions. Plusieurs lecteurs ont montré que si ¢ n’est multiple

ni de 2 ni de 3, donc si ¢* — 1 est divisible par 12 (et méme par 48), (E’,) en admet
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, e c(c* -1
au moins une. Par exemple, celle qui vérifie : m —a=2c, m+a =———>

-1 ct=1 c%+3
m=c +1|et n= — .
48 48 2

, soit :

Marie-Laure Chaillout remarque toutefois qu’il convient d’exclure ¢ = 5, la valeur de
n ci-dessus étant alors négative. Tel que 1’énoncé est formulé, la seule somme de 25
carrés consécutifs qui soit un carré, 02 + 12 + ... + 242 = 70%, ne convient pas :
25 ¢ S. D’ailleurs, existe-t-il d’autres valeurs de k& > 2 pour lesquelles
0%Z 4+ 12 + 22 + ... + 242 soit un carré ? vraisemblablement pas ! mais cela reste a
prouver.

Maintenant, si k = ¢? avec ¢ pair ou multiple de 3, c’est en écrivant (E,) sous
forme (E”)) :
k[6n?+6(k+ Dn+ (k+ )2k + 1)] = 6m?,
comme le propose Pierre Samuel, que I’on conclut le plus rapidement. En effet, si
Pon pose A = 612 + 6(k + D)n + (k+ 1)(2k + 1), ¢ [6A] = (6m)?, ce qui entraine que
6A est un carré parfait, donc que A est multiple de 6. Or si & est pair ou multiple de
3, (k+ 1)(2k + 1) n’est pas multiple de 6.

Comme le constate Pierre Renfer, I’équation (E”,) n’a pas non plus de solutions
lorsque k =3¢ si ¢ = 1 (mod 3). En simplifiant par 6, on devrait avoir :

c(3c +1)(6¢c +1) = m?

3cn® + 3¢(3c+)n + 5

Or c(Bc+1)(6c +1)

2
modulo 3. Edgard Delplanche étudie plus généralement les multiples de 3 en posant :
k=3d?c, o ¢ n’a pas de facteurs carrés. Comme d?c divise 2m?, dc divise 2m, et en
posant 2m = dem’” on doit avoir : cm™ = 12n% + 12(k+ Dn + 2(k+ 1)(2k+ 1) =2 (mod
12), ce qui n’est possible que si ¢ = 2 (mod 12). Marie-Laure Chaillout exclut
également les k = 229¢, avec ¢ impair : I’exposant de 2 est pair dans le membre de
gauche de (E”,), impair dans celui de droite. Richard Blavy, qui écrit (E”,) sous
forme :

= 2 (mod 3), et un carré m? ne peut pas étre congru a 2

k[(6n2 + 6n + 1) + k(6n + 2k + 3)] = 6m?,

remarque que 6n% + 6n + 1 n’est jamais divisible ni par 5 ni par 7, de sorte que si,
dans la décomposition de £ en facteurs premiers, 1’exposant de 5 ou 7 est impair, il
est impair dans le membre de gauche et pair dans celui de droite. Enfin, Pierre
Bornsztein établit que s’il existe un nombre premier p = 3 (mod 4), p > 3, dont
I’exposant, dans la décomposition de (k + 1), est impair, alors £ ¢ S. Pour ce faire, il
écrit (E”k) sous la forme :

(6m)? + (6n + 3k +3)2 = (k+ 1) [(6n + 3k + 3)*> + 3k(k— 1)].

Si p =3 (mod 4) divise une somme de carrés, il divise chacun des deux carrés : son

APMEP
n© 438



APMEP
n© 438

Les problémes de ’APMEP

exposant dans le membre de gauche est donc pair. Or p ne divise ni £ ni (k — 1) ni,
par conséquent : (6n + 3k + 3)2 + 3k(k — 1), et son exposant dans le membre de droite
est impair. Il en résulte que si k € S, k+ 1 peut s’écrire soit u? + v, soit 3(u? +1?),
avecu 2v=0.

Pierre Bornsztein en déduit que les éléments de S ont une densité nulle, autrement
dit : si N(x) désigne le nombre d’éléments de S inférieurs ou égaux a x, N(x) = o(x).

11 est clair, par ailleurs, que N(x)> é\/; , vu qu’un tiers des carrés appartient a S,

mais pour majorer N(x), Pierre Bornsztein utilise un théoréme de la page 254 de : 1.
Niven et H. Zuckerman, An introduction to the theory of numbers, publié¢ chez J.
Wiley and sons :

Soit A inclus dans N. Pour tout p premier, on pose
A, ={Ke A|p divise K et p? ne divise pas K}.
S’il existe une suite strictement croissante (p,)., de nombres premiers tels que

| . .
z— diverge et, pour tout i > 1, A, est de densit¢ nulle, alors A est de densité
Di ’
nulle.

En choisissant pour suite (p,) les nombres premiers congrus a 3 modulo 4, donc la

iy Lo . L.
moitié des nombres premiers, il est clair que 2— diverge et que les A,, sont tous
Di '

vides, d’ou le résultat.

Mais il reste une infinité de valeurs a étudier ! Les premicres peuvent é&tre

abordées a la main : pour k£ =5, la somme de 5 carrés consécutifs est divisible par 5
et n’est divisible par 25 que si celui du milieu est congru a 2 modulo 5, ce qui est

impossible. Méthode analogue pour k= 7. Pour k=8, 8(2n + 9)? + 168 =48 (mod 64)

2

Roux et moi avions parcouru ainsi, en juillet 1998, tous les k£ < 26 dont seuls 2, 11
(n=17), 23 (n=06), 24 (n = 0) et 26 (n = 24) appartiennent a S. Au dela, Pierre
Samuel a déterminé a la main, par sa méthode de réduction a une équation
diophantienne, les 317 valeurs (non carrées) de £ < 5 000 qui sont dans S : 2, 11, 23,
24, 26, 33, 47, 50, 59, 73, 74, 88, 96, 97, ..., étudiant par une méthode spécifique
k = 842, pour lequel il n’existe pas de solution bien que les conditions nécessaires
soient satisfaites. A l'aide d’un ordinateur, Karim Belabas a poursuivi I’investigation

trouvant 4 799 « bonnes » valeurs de k& < 10°. Cette étude de Pierre Samuel fera
I’objet de la prochaine rubrique.

2
ne peut pas étre un carré 4m?, car (ﬂj serait congru a 3 modulo 4. Dominique
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